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AVANT-PROPOS 


Ce livre fait directernent suite à la première partie (rédigée 
avec la collaboration de V. Bérestetski) et, par suite, continue 
les divisions adoptées en chapitres et paragraphes. 

Les trois premiers chapitres sont consacrés à la théorie des 
corrections radiatives, ce qui achève l’exposé de l’électrodynamique 
quantique. Et, de nouveau, nous nous sommes efforcés de souligner non 
seulement les principes fondamentaux des méthodes adoptées mais, 
également, de mettre en valeur les points techniques: c'est pour- 
quoi, les calculs sont réalisés avec relativement plus de détails. 

Selon la conception de L. Landau, on ne devait aborder dans 
ce Cours que les résultats considérés avec un degré de certitude 
raisonnable comme suffisamment sûrs et s’'emboitant dans un système 
théorique déterminé. Autrement dit, l’exposé ne doit pas frôler de 
trop près les «confins» de la physique théorique. L'application de 
ce principe est auiourd'’hui particulièrement difficile à un sujet 
comme la théorie des interactions faibles et fortes. D'ailleurs, 
l'exposé de thèses éparses, non liées ensemble, ne présenterait que 
peu d'intérêt pour ceux qui se spécialisent en ce domaine et 
n'offrirait aucune utilité pour les non-initiés. Pour ces raisons 
nous avons décidé de limiter ce livre au strict minimum: à la 
symétrie dynamique des interactions fortes et à la théorie « pheno- 
ménologique» des interactions faibles. Nous espérons toutefois que 
nonobstant cette limitation, le livre trouvera une bonne audience 
chez de nombreux lecteurs. 

Comme dans les autres tomes du Cours les références bibliogra- 
phiques d’appoint n’ont pas la prétention d’être exhaustives ou 
d'établir des priorités. Leur seul but est de fournir des matériaux 
qui tout en sortant du cadre de l’exposé donné dans le texte s'y 
rattachent par maints points. Sous ce rapport le caractère spécifique 
du sujet rend le choix de ces références difficile et équivoque. 
Pour des références aux autres tomes du Cours, on utilise des chiffres 
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romains : Î (e Mécanique», 1969) ; II (« Théorie des champs», 1970); 
[TT («Mécanique quantique», 1966). 

Nous voudrions exprimer notre reconnaissance à B. loffé et 
à 1. Chapiro pour la révision du livre ainsi que pour leurs remarques 
utiles. Nous remercions également Y. Azimov et A. Varfoloméev 
pour leurs conseils. Lors de l’exposé de la théorie des interactions 
faibles nous avons utilisé avec profit l'ouvrage de L. Okoun (Weak 
Interaction of Elementary Particles, Pergamon Press, Oxford 1965 — 
traduit du russe). 


E. Lifchitz, 
L. Pitayevski 


CHAPITRE XI 


PROPAGATEURS EXACTS 
ET PARTIES DE SOMMET 


$ 100. Opérateurs des champs dans la représentation 
de Heisenberg 


Jusqu'à présent, en considérant les différents processus électro- 
dynamiques concrets, nous nous sommes limités à la première 
approximation non nulle de la théorie des perturbations. Maintenant 
nous passons à l'étude des effets, apparaissant lorsqu'on tient 
compte des approximations supérieures. Ces effets portent le nom 
de corrections radialives. 

La compréhension plus profonde de la structure des approxi- 
mations supérieures peut être atteinte d'après l’étude préliminaire 
de certaines propriétés générales des amplitudes de diffusion exactes 
(c’est-à-dire non développées en puissances de e*). Nous avons vu 
($ 73) que les termes successifs d'une série de la théorie des 
perturbations s'expriment au moyen des opérateurs de champs en 
représentation d'interaction, dont la dépendance du temps se 
détermine par l'hamiltonien H, d'un système de particules libres. 
Quant aux amplitudes de diffusion exactes, il est plus commode 
de les exprimer au moyen des opérateurs de champ non pas dans 
cette représentation mais dans la représentation de Heisenberg, où 
la dépendance du temps se détermine d'emblée par l'hamiltonien 
exact du système de particules en interaction H--H, + V. 

Conformément à la règle générale de la construction des opé- 
rateurs de Heisenberg, on a 


dx) zwD(é, r)=efllp(r)e- ft (100,1) 


et de même pour wp{x) et A(x): wp(r), ... étant des opérateurs 
indépendants du temps (de Schrôdinger)!'. Notons tout de suite 
que les opérateurs de Heisenberg, pris aux mêmes instants du 
temps, satisfont aux mêmes règles de commutation que les opé- 
rateurs en représentation de Schrüdinger ou en celle d'interaction. 
En effet, on a, par exemple, 


db: (4, r)Ÿx (é, r°)}, = ef f, (rh tr)h er = 6 (r—r") (100,2) 


L Dans ce chapitre les opérateurs à l'argument temporel correspondront à 
la représentation de Heisenberg. tandis que les opérateurs en représentation 
d'interaction seront notes par l'indice supplémentaire int. 


8 PROPAGATEURS EXACTS ET PARTIES DE SOMMET 


{cf. (76.6)]. D'une façon analogue les opérateurs w({, r)et A(f,r') 
sont commutatifs : 


tb; (, r)A(E, r')}}-=0 


(pour les instants de temps différents ce n’est pas du tout le 
même !). 

L'aéquation du mouvement », à laquelle satisfait l’opérateur # 
NUE peut être obtenue d’après la formule générale Il 
(13,7) : 


— PO 2 Hp (0 — (09 H. (100,3) 


Les représentations de Schrôdinger et de Heisenberg d’un hamil- 
tonien sont identiques, d’ailleurs l'hamiltonien s'exprime dans les 
deux représentations de la même manière au moyen des opérateurs 
des champs. En l'occurrence lors du calcul du second membre de 
(100,3) on peut omettre dans l’hamiltonien la partie ne dépen- 
dant que de l'opérateur A (x) (hamiltonien du champ électromagné- 
tique libre) parce que cette partie est commutative avec (x). 
D'après (21,13) et (43,3) on a 


H= (4, r)(ap+Bm)b(t, r)dx+ 
Les, r)Â(é, r)p(t, r)dx = 
= (hé, r){vp+m+eÂ(t, r)hwb(t, r)dx. (100,4) 


En calculant le commutateur {Hw({, r)}- à l’aide de (100,2) et 
en éliminant la fonction Ô par intégration sur dx on obtient 


(pP—eÂ—m)yp(ét, r)=0. (100,5) 


Comme il fallait s’y attendre, l'opérateur w#({, r) satisfait à l’équa- 
tion qui coïncide formellement avec l'équation de Dirac. 

Quant à l’équation pour l'opérateur du champ électromagnéti- 
que A({, r), elle est évidente à priori de la correspondance au cas 
classique. Dans les conditions de la réalisation de ce cas (grands 
nombres d’occupation, cf. $ 5) après la médiation sur l’état du 
champ, l’équation opératorielle doit se transformer en équation de 
Maxwell classique pour les potentiels II (30,2). C'est pourquoi il 
est clair que l’équation opératorielle coïncide tout simplement par 
sa forme avec l'équation de Maxwell, c’est-à-dire on a (pour un 
jauge arbitraire): 


d"d, Ar (x) — dr 0, A (x) = — Anej” (x), (100,6) 
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j"(x) = (x) v'p (x) est l'opérateur courant qui vérifie identique- 
Hit l'équation de continuité : 


9,j" (x) = 0. (100,7) 


Notons que les équations (100,6) sont linéaires par rapport à 
Ar et je. C'est pourquoi la question de l'ordre de ces opérateurs 
ne se pose pas. 

De même que les équations analogues pour les fonctions d'on- 
des, le système des équations opératorielles (100,6-7) est invariant 
par rapport à la transformation de jauge 


À, (0) — À, (9 —0,x (x), (9 — pet, 
D) — per tx, (100,8) 


x (x) étant un opérateur réel arbitraire, qui commute (aux mêmes 
instants de temps) avec % =. 

Etablissons maintenant les relations entre les opérateurs dans 
la représentation de Heisenberg et dans la représentation d’interac- 
tion. Pour simplifier les raisonnements il est commode de faire la 
supposition formelle (n’affectant pas le résultat final) que l'inte- 
raction V ({) est «branchée» adiabatiquement de { — — œ vers les 
temps finis. Alors, lorsque { —+—, les deux représentations (celle 
de Heisenberg et celle d'interaction) coïncident tout simplement. 
Les fonctions d'ondes correspondantes O et ®,, du système : 


Din (= — 0) =D. (100,9) 


coïncident également. D'autre part, la fonction d’onde dans la 
représentation de Heisenberg ne dépend pas du tout du temps 
(toute la dépendance temporelle est transférée aux opérateurs) 
tandis que dans la représentation d'interaction la dépendance de la 
fonction d'onde du temps s'exprime d’après (73,7) 


Din(t)=S (4, —00) Din (— 00), (100,10) 
où | 
S(£,, = Texp | if via. (100,11) 


! Quant aux opérateurs Al, (x) correspondant au champ électromagnétique 
libre, ils vérifient la même équation avec le second membre nul : 


00 a Ant (x) — — 0h Ant (x) = 0. (100,6a) 


* Soulignons, qu'il s'agit ici justement des opérateurs v# de Heisenberg. 
Dans la représentation d'interaction la transformation de jauge des potentiels 
électromagnétiques n’affecte pas du tout les opérateurs 1%. 

3 Notons les propriétés évidentes de S : 


SE, da) Si lo) = S (6, lo) 


SL, to) Sy t)=L. (100,11a) 
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En comparant (100,10) à (100,9) on trouve la relation 
Dn(t)=S(t, —oæo)o®, (100,12) 


établissant le lien entre les fonctions d'onde dans les deux repré- 
sentations. D'une façon analogue la formule de la transformation 
des opérateurs : 


bd, r)—ST1(1, —o)Wbn(t, r)S({, — oo) = 
=S(— 0, t)hin(l, r)S(E, — 00) (100,13) 


(de même pour # et À). 

Pour conclure faisons encore une remarque générale. Il a déjà 
été dit à plusieurs reprises qu’en théorie quantique relativiste le 
sens physique des opérateurs du champ est limité vu que les fluc- 
tuations nulles sont infinies. C'est d'autant plus juste pour les 
opérateurs en represéntation de Heisenberg qui renferment en fait 
de plus les divergences liées à l'interaction. Dans ce chapitre, les 
$$ 100-107 sont consacrés à l'exposé de la théorie formelle, dans la- 
quelle le problème d'élimination de ces infinités n’est pas abordé 
et les opérations sont effectuées avec toutes les quantités comme 
si elles étaient finies. Les résultats ainsi obtenus ont essentielle- 
ment une valeur heuristique : ils permettent de comprendre plus 
profondément le sens des développements de la théorie des pertur- 
bations; il est également possible qu'ils trouveront place sous 
quelque forme dans la théorie future, libre des difficultés actuelles !. 


$ 101. Propagateur photonique exact 


Ce sont les notions des propagateurs exacts qui jouent le rôle 
prééminant dans l'appareil de la théorie exacte (où on n’a pas 
récours au developpement en puissances de e:). 

Le propagaleur photonique exact (que nous désignerons par la 
lettre 2 en ronde) se détermine par la formule 


D,,(x—x)=1{i<0)TA, (x) A, (x)10», (101,1) 


dans laquelle À, (x) sont des opérateurs de Heisenberg, à la diffé- 
rence de la definition (77,1): 


D, (x—x)=i<0|TAS" (x) AË(x)10», (101,2) 


dans laquelle figuraient les opérateurs en représentation d’interac- 
tion. Pour la distinguer du propagateur exact (101,1) la fonction 
(101,2) peut être nommée propagateur des photons libres. 


1 Enfin, l'appareil mathématique développé ici trouve aussi son application 
dans la physique statistique quantique, où les divergences propres à la théorie 
des champs n'apparaissent pas. 

* Ces notions ont été introduites pour la première fois par F. Dyson en 1949. 
C'est lui qui a développé l'essentiel de l'appareil. cxposé dans ce chapitre. 


PROPAGATEUR PHOTONIQUE EXACT 1] 


Vu l'impossibilité de calculer exactement la valeur moyenne 
de (101,1) on ne peut obtenir l'expression analytique exacte de 
2, bien que la définition (101,1) permette d'établir certaines 
propriétés générales de cette fonction. Nous en traiterons dans 
le $ 109 et pour le moment nous nous occuperons du calcul de ,, 
suivant la théorie des perturbations à l’aide de la technique des 
diagrammes. Dans ce but il faut exprimer ,, au moyen des 
opérateurs en représentation d'interaction. 

Soit d’abord { > {’. En utilisant la relation entre A (x) et A;,,(x) 
[cf. (100,13)] écrivons 


D,,(x—x)=i<0|A, (x) As (x)10> = 
— i(0[S(—00, t) AÏ" (x) S (4, —00) S (— 00, 4) AV" (x°) S (£”, —00)|0). 


Conformément à (100,11a), remplaçons 


S({, —oo)S(— 00, t’)=S(t, t”), 
S(— 00, {)}=S(— oo, + o)S(0, f). 
Alors 
D, (x—x')=i<01S"1 [S (oo, 1 AN (x)S(1, l')x 
x AN (x) S(£, —co)] |0», (101,3) 


où pour abréger on désigne 
S:=S(+00, — co). (101,4) 


Puisque d'après la définition (100,11) S(/,, £{,) ne renferme que 
les opérateurs aux instants de temps entre f, et f., disposés dans 
l'ordre chronologique, il est évident qu’en général tous les fac- 
teurs opératoriels entre crochets dans (101,3) soient disposés de 
gauche à droite dans l’ordre de décroissance des temps. Mettant 
devant les crochets le symbole d’ordination chronologique T, nous 
pouvons par la suite changer arbitrairement l'ordre des facteurs, 
parce que l'opérateur T les range automatiquement dans l’ordre 
nécessaire. Utilisant ce fait récrivons les crochets sous la forme 


[...]=T[AS (x) A (x) S (oo, 1)S (4, 1°) S(t, —o)= 
 =T{[A" (HA (x)S]. 
Ainsi donc, 
D, (x—x)=i<0lS"1T [AS (x) AS" (x) S]10. (101,5) 


Il est aisé de se convaincre d’une manière analogue que cette 
formule est aussi valable pour t < f’. 
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Montrons maintenant qu'on peut sortir le facteur S-! de sous 
le signe de la médiation dans le vide sous la forme d’un certain 
facteur de phase. Rappelons pour cela que la fonction d’onde du 
vide © dans la représentation de Heisenberg coïncide avec la va- 
leur ®,,4,(— oc) de la fonction d’onde du même état dans la 
représentation d'interaction [cf. (100,9)]. D'autre part, conformé- 
ment à (73,8) on a: 


SD; (— ©) — S(+ CO, — ©) Dix (— co) =0:;,,(+ C0). 


Mais le vide représente un état strictement stationnaire: aucun 
processus spontané de création de particules n’y est possible. 
En d’autres termes, avec le temps le vide reste le vide; cela 
signifie que ®,,,(+ oc) ne peut se distinguer de D;,,(—o) que 
par un certain facteur de phase e“. Il s'ensuit : 


SD (— co) = e"D;,,(—0o)=<0|S[0>D;,,(—o) (101,6) 


ou effectuant la conjugaison complexe et tenant compte de l’uni- 
tarité de l’opérateur S on obtient : 


Dint (— 00) S71= <0|S|0>-1 Dint (— 00). 


Il en découle que l'expression (101,5) peut être récrite sous la 
forme 


<0 [TA (x) ART (x)S | 0» 
<01S10» 


Introduisant ici (dans le numérateur et dans le dénominateur) 
le développement (73,10) de S et calculant la moyenne à l’aide 
du théorème de Wick ($ 78), nous obtenons le développement de 
2, en puissances de e?. 

Dans le numérateur de (101,7) les expressions dont on cherche 
les moyennes ne diffèrent des éléments de matrice du type (78,1) 
considéré au $ 78 que par le fait qu'à la place des opérateurs 
«extérieurs» de création ou d’annihilation des photons y figurent 
les opérateurs A" (x) et AŸ"(x’). Puisque tous les facteurs dans 
ces expressions figurent sous le signe d’ordination chronologique, 
les contractions de ces opérateurs avec les opérateurs «intérieurs » 
Afnt(x,), Afnt(x.), ... donneront les propagateurs photoniques D. 
Par suite, les résultats de la médiation s’exprimeront par des ensembles 
de diagrammes à deux extrémités externes construits d’après les 
règles décrites au $ 78 à cette différence près qu'aux lignes 
photoniques externes (de même qu’aux internes) du diagramme 
vont correspondre maintenant les propagateurs D,, (au lieu des 
amplitudes e des photons réels). A l’approximation d’ ordre zéro, pour 
S— 1le numérateur de l'expression (101,7) coïncide simplement 
avec D,v(x—x"). Les termes non nuls suivants seront en eï. Ils 


Dax(x—x')=ài (101,7) 
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seront représentés par l’ensemble de diagrammes contenant chacun 
deux extrémités externes et deux sommets : | 


<TD--- + S | (101,8) 


o 9 


Le second de ces diagrammes est composé de deux parties non 
connectées entre elles: d’une ligne pointillée (à laquelle correspond 
— {D,,) et d’une boucle fermée. Une telle décomposition du. dia- 
gramme signifie que l'expression analytique qui lui correspond se 
décompose én deux facteurs indépendants. Ajoutant aux diagrammes 
(101,8) le diagramme de l’approximation d'ordre zéro (ligne —— ——) 
et sen le mettant en facteur», on trouve définitivement qu'aux 
termes du second ordre près le numérateur de (101,7) est égal à 


{1 S}i+ ---D--- 


Quant à l'expression <0|S][0> au dénominateur de (101,7) elle 
représente l'amplitude de Îa «transition» du vide au vide. Son 
développement ne contient par suite que des diagrammes sans ex- 
trémités externes. À l'approximation d'ordre zéro <0[S[0>=1, et 
aux termes du second ordre orès, on obtient : 


{1 + <> | 


Divisant avec la même précision le nuinérateur par Île dénomina- 
teur, on trouve que les accolades se simplifient et il reste 


Ainsi donc, le diagramme à boucle disjointe disparaît-du résul- 
tat. Ce résultat a un caractère général. En réfléchissant bien à la 
méthode de construction des diagrammes correspondant au numé- 
rateur et au dénominateur de (101,7), il est facile de comprendre 
que le rôle du dénominateur <0|[S[0> se réduit à ce qu’en n'im- 
porte quelle approximation de la théorie des perturbations le pro- 
pagateur exact 2, ne sera représenté que par des diagrammes ne 
contenant ‘pas de parties disjointes. 
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..Notons que les diagrammes sans extrémités externes (les boucles 
fermées) n'ont pas de sens physique et il ne faut pas en tenir 
compte même indépendamment du fait, qu'ils disparaissent lors de 
la formation du propagateur ©. En effet, de telles boucles par 
elles-mêmes représentent des corrections radiatives à un élément dia- 
gonal de la matrice S pour la transition vide-vide. Pourtant, 
d’après (101,6) la somme de toutes ces boucles (avec l'unité de 
l’approximation d’ordre zéro) ne donne que le facteur de phase non 
essentiel ne pouvant pas affecter aucun des résultats physiques. 

” Le passage de la représentation des coordonnées à celle d'im- 
pulsion s'effectue d’une manière habituelle. Ainsi, en seconde appro- 
ximation de la théorie des perturbations le propagateur perturbé 
— i®,, (k) (que nous allons représenter graphiquement par une ligne 
pointillée grasse) est donné par la somme 


prk 


é— —_—{— + -—< —<— (101,9) 


k k k p k 


où tous les diagrammes se calculent d’après les règles ordinaires 
(énumérées au $ 78) à cette différence près qu'aux lignes photo- 
niques externes de même qu’aux lignes internes on fait corres- 
pondre les facteurs — D, (k). L'écriture analytique de cette for- 
mule donne par suite 


D, (k)&D,, (4) + ie’D,; (4) \ TrG (pk) y (p) ma D,,(#) (101,10) 


(les indices bispinoriels des matrices y et G sont, comme d’habi- 
tude, omis). 

On construit les termes des approximations suivantes d’une 
manière analogue ; ils se représentent par des ensembles de dia- 
grammes à deux extrémités photoniques externes et un nombre 
requis de sommets. Ainsi, aux termes en e* correspondent les dia- 
grammes suivants à quatre sommets : 


D D 


l Lors de la détermination des signes ne pas oublier le facteur —1, ap- 
porté par une boucle électronique fermée ! 
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Le diagramme suivant possède également quatre sommets : 


sa partie supérieure est représentée par une boucle formée 
par une seule ligne électronique, «fermée sur elle-même»!'. Une 


telle boucle correspond à la contraction w#(x)w(x), c’est-à-dire 
simplement à la valeur moyenne dans le vide du courant: 
<0]j(x)|0>. Mais déjà par définition même du vide cette quantité 
doit être identiquement nulle, et cette identité ne peut, naturellent, 
être modifiée par aucune correction radiative ultérieure à 
cette boucle‘. C'est pourquoi en général on ne doit tenir compte 
d'aucun diagramme aux lignes électroniques «fermées sur elles-mé- 
mes» quelle que soit l’approximation. 

La partie du diagramme (sous-diagramme) située entre deux 
lignes photoniques (externes ou internes) est appelée partie d'éner- 
gie propre du photon. Dans le cas général un tel sous-diagramme 
peut être lui-même séparé en parties connectées l’une à l’autre par 
une seule ligne photonique, c'est-à-dire qu’il a la structure de la 


forme 
Lente er 


où les cercles désignent les sous-diagrammes qu'on ne peut plus 
séparer de cette manière; de telles parties sont appelées propres 
(ainsi, des quatre parties d'énergie propre du quatrième ordre 
(101,11) sont propres les trois premières). 

Désignons par le symbole i®,,/4n la somme de toutes (d’un 
ensemble infini) les parties d'énergie propre du photon propres; 
la fonction #,,(k) est appelée opérateur de polarisation. En clas- 
sant les diagrammes d’après le nombre de parties propres qu'ils 
contiennent, on peut représenter le propagateur exact ,, sous Ja 
forme de la série 


1 À la différence de la boucle dans le diagramme (101 8b), formée par deux 
lignes électroniques différentes. 


* Quoique le calcul direct d’après les diagrammes conduise aux intégral: 
divergentes. 
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_ --{--- 
—®-@— +. 


où chaque cercle hachuré correspond à iP,,/4r. Analytiquement, 
cette série s'écrira sous £ forme 


D=D+DŸ af IF 
_ np} P: 
Dhi+e æ[D+DT D+. ne (101,12) 


(pour abréger, les indices tensoriels sont omis). Mais la série entre 
crochets coïncide de nouveau avec F La ie ©. Par suite, on a 


D,,(4)= D,,(E)+ Da (RE D,,(#. (101,13) 


Multipliant cette égalité par le tenseur inverse (D-1)}# à gauche 
et par (7!)*" à droite (et en changeant la notation des indices), 
on l'obtient sous la forme équivalente : 


D = D — — 77, (101,14) 


Soulignons que la représentation de sous la forme (101,12) 
sous-entend qu'il est possible de séparer des diagrammes des sous- 
diagrammes plus simples qui se calculent d’après les règles géné- 
rales de la technique des diagrammes, et en combinant de tels 
sous-diagrammes entre eux on obtient les expressions correctes 
pour les diagrammes entiers. La possibilité d’une telle décompo- 
sition constitue une particularité très importante (et nullement tri- 
viale) de la technique des diagrammes. Elle est liée au fait que 
dans un diagramme le coefficient numérique commun ne dépend 
pas de son ordre. 

Cette même propriété permet d'utiliser la fonction 2 (en la 
supposant connue) pour simplifier le calcul des corrections radia- 
tives aux amplitudes de différents processus de diffusion: au lieu 
de considérer chaque fois de nouveau les diagrammes avec les dif- 
férentes corrections aux lignes photoniques internes nous pouvons 
simplement per ces lignes par des lignes grasses, c’est-à-dire 
leur faire correspondre les propagateurs (au lieu de D) en les 
prenant en approximation exigée. 

‘Si la ligne photonique correspond au photon réel {et non vir- 
tuel), c'est-à-dire si elle représente l'extrémite externe du dia- 
grarnme entier, après v avoir introduit toutes les corrections d’éner- 
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gie propre nous obtenons une ligne dite ligne externe efficace. 
À cette ligne correspond une expression qui diffère de (101,13) par 
ce que le facteur D est remplacé par l’amplitude de polarisation 
du photon réel 


Pa (k 
+2, Te. (101,15) 


Et s’il s’agit d’une ligne de champ ne au lieu de e, il faut 
écrire ici A. 

Tout ce qui a été dit au $ 77 à propos de la structure tenso- 
rielle et de la non-univocité de jauge du AE D,, approché 
se rapporte également à la fonction exacte 2. Restant dans le 
cadre des représentations covariantes de cette fonction, écrivons son 
expression générale sous la forme : 


2, =D(6)(8, 4%) +204) %, (101.16) 


où le premier terme correspond à le jauge de Landau, et dans le 
second terme © est une fonction de jauge arbitraire. La repré- 
sentation analogue du propagateur approche est !: 


D, (#)= D (9 (a) + DO). (101.17) 


Notons maintenant que la partie longitudinale du propagateur 
est liée à la partie longitudinale du 4-potentiel, dénuée de sens 
physique, et ne participe pas à l'interaction. C’est pourquoi l’inte- 
raction ne la modifie pas, par suite il doit être 


DV (k) = D (k).. (101,18) 


Les tenseurs inverses doivent par définition satisfaire aux rela- 
tions : 


DA D= +, D Do = 6. 


Pour les tenseurs du type (101,16) ou (101,17), les tenseurs in- 
verses, compte tenu de (101,18), ont la forme: 


= I LR, 1 LR, 
ge -e)+an re: 
kk 


_ ] lk,k, 
Dix = D (a+) FD KE 


Il résulte de ces formules que l'opérateur de polarisation est un 
tenseur transverse :. 


R.k 
P,, =? (k) (e— ee). (191,19) 


1 La définition de D dans cette formule ne coïncide pas avec la définition 
dans (77,3). 
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avec F—k—41/®, ou 


D(K)= ——$ 


Ainsi donc, l'opérateur de polarisation (à la différence du propa- 
gateur photonique lui-même) est une quantité invariante de jauge. 


(101,20) 


$S 102. Fonction d'energie propre du photon 


Pour l'étude ultérieure des propriétés analytiques du propaga- 
teur photonique il est utile d'introduire, outre l'opérateur de pola- 
risation, encore une fonction auxiliaire Il,,(k) que l'on appelle 
fonction d'énergie propre du photon. À savoir ill, ,/4n est définie 
comme une somme de toutes les parties d'énergie propre du photon 
(et non seulement des parties propres). En representant sur le dia- 
gramme cette somme par un carré, exprimons le propagateur exact 
par la somme 


c'est-à-dire 
9D,,= D, + D; Ds (102,1) 


Tirant de cette expression Il,, sous la forme 
1 : . ” 
= Di D ps —Dyv 

et y substituant (101,16-18), puis (101,20), on obtient 


: R,kR, P 
HN, = 11 (R=) (a+) : = - (102,2) 


On voit que Il,, (de même que ?,,) est un tenseur invariant de 
jauge. 

L’utilité de la quantité IT, est liée à son expression en repré- 
sentation des coordonnées. Il ést facile de la trouver en remarquant 
que l'égalité 

M, (k) == Di. Dis 42°? (k) — D?r (k)}, 


‘47 
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compte tenu de la transversalité du tenseur ?— Dr découlant 
de more peut être écrite en représentation des coordonnées sous 
la forme : 


[L,, (x — x") = 
] n ° ° ; « , e ’ 
= + (0,8, —8,:0,0) (Rd, — g,,060) {ED (x— x") — Dir (x — x). 


Pour effectuer la dérivation il faut substituer ici 
Dr (x— x") — Dr (x — x’) = 
= i 0] TA? (x) AP (x) — TA (x) Afar tx”) 1 0). (102,3) 


Nous avons vu au $ 76 que la dérivation du produit T exige, en 
général, de la prudence à cause de son caractère discontinu. Mais 
la différence dont on prend la moyenne dans (102,3) aussi bien que 
ses dérivées premières sont continues, parce que les règles de com- 
mutation pour les composantes des opérateurs A*(x) et Afu(x) 
(prises au mème instant de temps) sont les mêmes et les fonctions 
saut correspondantes se réduisent (cf. $ 76). C'est pourquoi la déri- 
vation de la différence (102,3) peut être effectuée sous le signe T. 
D’après (100,6) et (100,6a) on obtient en définitive l’expression 
cherchee : 

1, ,(x— x") = 4nie® 0 ]Tj, (x) j, (x) | 0. (102,4) 


Elle explicite l'invariance de jauge de Il, puisque tels sont les 
opérateurs courant. | 

De (102,4) on peut déduire la représentation intégrale impor- 
tante de cette fonction. 

En vertu de (102,2) il suffit de considérer la fonction scalaire 


I — . I}. Dans la représentation des coordonnées 
[I (xx) = ie <0 | Tj, (x) (x) 10) = 
> <0|j,(x)In><en|j(x)10> pour? > #7", 


2 102,5 
Br D <0|j,(x)1n> <n jÿ (x) 10> pour t < f”, ) 
où le symbole r7 numérote les états du système (champ électroma- 
gnétique + champ électron-positron)!. Puisque l'opérateur courant j(x) 
dépend de x*=— (f, r), ses éléments de matrice en dépendent aussi. 
On peut établir cette dépendance explicitement en choisissant comme 
états |n > les états avec des valeurs déterminées de la 4-impulsion 
totale. 


1) L'opérateur courant conserve sa charge ; c’est pourquoi les états | > com- 
binant avec le vide [0> ne peuvent contenir que les nombres égaux d'électrons 
et de positrons. 
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La dépendance du temps des éléments de matrice du courant 
est. donnée, .comme pour.tout. opérateur de Heisenberg, par l’ex- 
pression : : 

<n|js<{, r)]m>=<nj(r)|m>oe-itEm-Ent, 


où E,, E, Sont les énergies des étais |n> et [m>, et j(r) est un 
opérateur de Schrôdinger. 

Pour déterminer la dépendance des coordonnées des -éléments 
de matrice on considère l'opérateur j(r) comme le résultat de la 
transformation de l'opérateur j (0) par translation à une distance r. 
L'opérateur d'une telle translation est exp(irP), où P est l'opéra- 
teur d'impulsion totale du système (cf. 111, $ 15, problème 1). Vu 
la règle générale de la transformation des éléments de matrice [cf. 
III (12,7)] on trouve que | 


En | je (r)1m> =<nle-#Pje (0)efr [m> =<n| je (0)] mp ef Pm Pur, 
Avec la formule précédente, cela donne finalement : 
<n|jr(£, r)|m>=<n]j"(0)| m>e-t(Pm-Pn)x, (102,6) 
Notons également que la matrice <n|j“(0)|m> est hermitienne (de 
même que la matrice (102,6) de l'opérateur hermitien j“ (f, r) dans 


son ensemble), et en vertu de l'équation de continuité (100,7) elle 
satisfait à la condition de transversalité : 


(P,— P,) <n|j, (0)|m> —0. (102,7) 


Revenons au calcul de la fonction II (x—x’). Substituant (102,6) 
dans (102,5), on a: 


NE) = S <01j,(0)1n> en] je (0)10>eFi?*5 pour Tz:0, (102,8) 


3 


où x—x’—E£—t(t, &). Designons 


pQe) = LE (2m) 5 <O] j, (0) 1 n> <O je (0) 1 n>° 8 (k—P,). (102,9) 


La sommation s'effectue sur tous les systèmes de paires électroni- 
ques et de photons réels qui peuvent être créés par le photon vir- 
tuel de 4-impulsion k—(w, &) (w > 0), et pour chacun de ces sys- 
tèmes, encore sur ses variables internes (polarisations et impulsions 
des particules dans le référentiel du centre d'inertie)’. A la suite 
d’une telle sommation la fonction p ne peut dépendre que de ket 


1 Unes telle définition des états |n5 est évidemment identique à leur défini- 
tion comme des états pour lesquels les éléments de matrice <0]|j|n> de l'opé- 
rateur à parité de charge négative sont différents de zéro. 
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vu son caractère scalaire, uniquement de £’. En particulier, p ne 
dépend pas de la direction de À. Vu ces propriétés de la fonction p 
récrivons: (102,8) sous la forme 


E)—=— 1: d'R 2\ pikE—i [TT — 
II (£) ao D p (RS) ef ie 


. dk ÿ 2 2 2 2) pik==i0) 
= —{ jour | j du.d (a) 6 (a — ke) o (pe) til rl, 


Le passage à la représentation d’impulsion s'effectue par la 
substitution dans l'expression précédente de la formule 


| .__f 1 dé, | 
e-iolt|\ 9; \ a on (102,10) 


(cf. $ 77, p. 353) et donne 


Il = [aus fat ) 8 (4° + Æ— «°) re 


ou définitivement 


II (4 = | (102,11) 


Le coefficient p dans cette représentation intégrale s'appelle 
densité spectrale de la fonction IT(£:). Il jouit des propriétés: 
p(#)=0. pour k°<0, ——. 

o(k)>0 pour k> 0. (102,12) 

En effet, la 4-impulsion du photon virtuel & qui peut créer un 
système de particules réelles est nécessairement du genre temps (k° 
coïncide avec le carré de l’énergie totale des particules dans le 


système de leur centre d'inertie). D'autre part, en vertu de la con- 
dition de la transversalite (192,7), on a: 


Ph <O] j, (0) 1 > =0. 


Mais le 4-vecteur <0]| j|n>, orthogonal au 4-vecteur du genre temps (P,), 
est du genre espace, c'est-à-dire : 


<0]j, (0)]n> <0]j# (0)[n>° < 0, 
c’est pourquoi d’après la définition (102,9) p > 0. 
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$ 103. Propagateur électronique exact 


Par analogie au propagateur photonique, le propagateur 
électronique exact est défini par la formule 


Sp(x— x) = —i<0]T,(x) 4 (x)10> (103,1) 


(£, k étant les indices bispinoriels) qui diffère de la définition (76,1) 
du propagateur des particules libres 


Gi (x —x") = — à 0] Ti (x) pe" (x)10> (103,2) 


en ce que les opérateurs + en représentation d'interaction sont 
remplacés par ceux de Heisenberg. 
Les mêrnes raisonnements qu’au cours de la déduction de (101,7) 
permettent de réduire $., à la forme 
O1 Tps" (x) pee) S [0> 
Sk (x — x Rosie (103,3) 


Le développement de cette expression en puissances de e? conduit à 
la représentation de la fonction $ sous la forme d’un ensemble des 
diagrammes à deux lignes externes électroniques et au nombre différent 
de sommets. Le rôle du dénominateur dans (103,2) se réduit 
de nouveau à la nécessité de ne tenir compte que des diagrammes 
sans «boucles de vide» isolées. Ainsi, aux termes en e* près, la 
représentation graphique du propagateur $ (ligne continue grasse) 
prend la forme: : 


— 2 << + 


+ «Se + D. 


Pin.) Che. ? + PP 
+ ete ele nt. + ele EE + ee ere + le —<© 
. \——_” a 


(103,4) 


A la ligne continue grasse on fait correspondre (en représentation 
d'impulsion) la fonction i$(p) et à toutes les lignes continues ou 


1 Comme il a été déjà expliqué au $ 101, il ne faut tenir compte non plus 
des diagrammes aux lignes « fermées sur elles-mêmes» qui auraient apparu ici 


au second ordre : 


DORE PE 
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pointillées dans les diagrammes du second membre de l'égalité, les 
propagateurs des particules libres: iG et—iD respectivement. 

Le sous-diagramme situé entre deux lignes électroniques est ap- 
pelé partie d'énergie propre de l’électron. De même que dans le cas 
photonique, on appelle un tel diagramme propre s’il ne peut plus 
être séparé en deux autres parties d'energie propre en coupant une 
seule ligne électronique. Désignons par—i:#;, la somme de toutes 
les parties propres possibles : la fonction <#,,(p) est dite opérateur 
de masse. Ainsi, à des termes en e* près, 


a) V << D— + 
(4) De ZTUN RO 
+ Lee + = + <Lle——+ 
(103,5) 
Par sommation tout à fait analogue à la déduction de (101,13), on 


obtient 
8 (p)=G(p)+G(p) #(p) $ (p) (103.6) 


(on omet les indices bispinoriels), ou pour les matrices inverses : 


Lai 


$-1(p)=G7'(p}—4(p)=p—m—cA (p). (103,7) 


On a déjà noté au $ 100 que les opérateurs %# en représenta- 
tion de Heisenberg (à la différence des opérateurs % en re- 
présentation d'interaction) sont modifiés par la transformation de 
jauge des potentiels électromagnétiques. Avec eux le propagateur 
électronique exact # s'avère lui aussi non invariant de jauge. Eta- 
blissons la loi de sa transformation de jauge (L. Landau, 1. Khala- 
tnikov, 1952). 

Il est évident d'avance que le changement de $ par la trans- 
formation de jauge doit s'exprimer au moyen de la même gran- 
deur D’, qui s'ajoute par suite de cette transformation au propa- 
gateur photonique. Ceci devient évident si l’on remarque qu’au 
cours du calcul de $# d’après les diagrammes de la théorie des per- 
turbations, chaque terme de la série s'exprime au moyen des fonc- 
tions D et aucune autre grandeur électromagnétique n'y inter- 
vient pas. Ce fait peut être utilisé pour simplifier les déductions : 
on peut faire n'importe quelles suppositions particulières concernant 
les propriétés de l’opérateur X arbitraire dans la transformation (100,8), 
à condition que le résultat soit exprimé au moyen de D‘. 

A la suite de la transformation (100,8) les propagateurs (101,1) 
et $ (103,1) se transforment en 


D, — i <OÏT [A, (x) —0,X (x)] [A, (x°)—d4X (x°)] 10. 


S:k er <0 | Th. (x) elex(x)o-iex (x°) Ye (x’) | 0;. ( 103,8) 
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On admet que les opérateurs X satisfont au théorème de Wick, 
c'est-à-dire que la médiation de leurs produits deux à deux s'effec- 
tue indépendamment des autres opérateurs du produit T. Cette 
supposition est tout à fait naturelle, car en vertu de l’invariance 
de jauge le «champ» X ne participe aucunement à l'interaction. 
Admettons également que la moyenne dans le vide de l’opérateur * 
lui-même s'annule: <0[X]0>—0. Alors dans (103,8) les termes 
contenant 4 se séparent et on obtient : 


D, — D,,+i<0]TO,X(x)-0:4 (x°)[0), (103,9) 

g ur g: <0 | Tefitse- leX(x°) | 0». (103, 10) 

La première de ces transformations peut être écrite sous la forme! 

| D, (xx) — D (xx) +0,00 (xx), (103,11) 
où 

d'(x—x')=1i<0|TX(x) X(x°)105. (103,12) 


D'où on voit que d‘? détermine la variation dans une transforma- 
tion oo de la partie longitudinale du propagateur photoni- 
que 2). 

Développant maintenant la quantité 


B = <0 | TefeXtx) e”textx") | O> (103, 13) 


en puissances de e et prenant les moyennes à l’aide du théorème 
de Wick on peut exprimer chaque terme du développement en fonc- 
tion de dt”. Ce calcul se simplifie notablement si l’on remarque 
que son résultat ne peut pas dépendre de la non-commutativité 
des opérateurs X (x) et X (x’) ; en effet, leur permutation ne conduira 
qu’à la permutation des arguments x et x” dans la fonction 
d‘(x— x’) notoirement paire“. Dans la supposition de commutativité 
de X(x) et X(x’) la multiplication des facteurs opératoriels exponen- 
tiels dans (103,13) se réduit à la sommation de leurs puissances 
(et le symbole d'ordination chronologique peut être omis): 


B=—<0le|0», @—e[X(x)—X(x)]. 


1 Le passage de (103,9) à (103.11) est possible, si la fonction d(f ct sa déri- 
vée par rapport à / sont continues pour { —{". Dans le cas contraire les seconds 
membres de ces expressions différeraient par les termes contenant la fonction Ô 
[cf. la déduction de la formule (76.2). Dans l'espace des impulsions cette con- 
dition est équivalente à la supposition que d() (q) décroît pour (q°) —+ œ plus 
vite que 1/g*. | 

2 Les propriétés de commutation de X(x) et X(x’) sont essentielles, bicn 
sûr, pour la forme de la fonction dt) (x— x”) elle-même. Soulignons à ce propos 
que nous nous limitons à ne considérer qu? les transformations de jauge qui 
n'affectent pas l’homogénéité d'espace-temps. c'est-à-dire celles qui conservent 
læ dépendance de © uniquement de x—x’. (Dans le cas général d'une 
transformation tout à fait arbitraire, cette propriété peut être affectée.) 
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Dans le développement de cette expression les termes de puissances 
impaires s’annulent par suite de la médiation, il reste donc: 


B= À En 01 g" 10). 


Ensuite on a: 


an 2 l Li 
<0 1°" 10> = Dr <O | g° 10), 


où le coefficient du second membre représente le nombre de con- 
tractions différentes deux à deux, qu’on peut effectuer parmi 2n 
opérateurs w (c’est-à-dire le nombre de façons par lesquelles peu- 
vent être reunis deux à deux 2r points numérotes)!. D'où: 


B=2 (5 <0 1910)" =exp LES. 


Enfin, tenant compte de ce que 


CO 103= —e <0/ x (x) + x x) — 2x) x (II 0> = 
= 2ie* [d' (0) —d' (x —x")], 


on trouve finalement la formule suivante de la transformation 
de 5% si © se transforme d’après (103,11): 


G&(x—x")— S(x—x')exp {ie [d!(0)—d (x—x)]}. (103,14) 


Cette formule se rapporte à la représentation des coordonnées 
des propagateurs. Dans le cas général on n’y peut pas passer aux 
composantes de Fourier, c’est-à-dire il est impossible d’exprimer 
la variation du propagateur $(p) en représentation d’impulsion en 
fonction de la variation du propagateur © (p). Un tel passage est, 
pourtant, possible pour la transformation de jauge infinitésimale. 
Désignant dans ce cas pour la clarté la petite quantité d“? par 
ôd‘, on a de (103,14) pour la variation de la fonction $ 


Ô$ (x—x")= ie $ (x — x") [ôd( (0) — Ed (x—x")]. (103,15) 


1 En cffct, choisissons une manière quelconque de médiation. Effectuant 
maintenant toutes les permutations de points possibles on obtiendra (2n)! ter- 
mes. Pourtant, parti elles, il y en a des inutiles. En premier lieu, les permu- 
tations des points à l’intérieur des paires ne révèlent pas de nouvelles manières 
de contraction; il y en a 2*. Deuxièmement, les permutations des paires clles- 
mèmes n2 signifient rien; il y en a n'! En divisant (2n)! par 2* et par n! on 
obtient le nombre indiqué dans le texte. 
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En composantes de Fourier ! 
sa cd 
68 (p) = ie® | A Ed (g) [S(p)—S(p— a]. (103,16) 
ôd") (g) est lié à la variation de la fonction &°? par la relation 
62 (q) = q* bd" (q). (103,17) 


On aurait pu obtenir pour le propagateur électronique la repré- 
sentation intégrale, analogue à la formule (102,11). Sa déduction 
est basée sur les expressions 


am (X) = nm (0) 67° (Pa Pn) x (103,18) 


pour les éléments de matrice de l'opérateur 1 analogues aux expres- 
sions (102,6) pour les éléments de matrice du courant utilisées au 
$ 102. Cependant, contrairement au courant, les opérateurs , 
eux-mêmes, ne sont pas invariants de jauge. C'est pourquoi la 
dépendance de coordonnées de la forme (103,18), elle aussi, n’a 
pas de caractère général et ne se rapporte qu'à une certaine 
transformalion de jauge déterminée. Par suite, la représentation 
intégrale d’un propagateur basée sur (103,18), elle aussi, ne se 
rapporte qu’à une jauge déterminée. La cause physique plus pro- 
fonde de cette situation consiste dans le fait que la nullité de la 
masse du photon conduit à la catastrophe infrarouge ($ 96). Par 
suite l’électron au cours d'interaction émet un nombre infini de 
quanta mous ce qui prive considérablement de sens direct un pro- 
pagateur «d’une seule particule» (103,1). 


$ 104. Opérateur de sommet 
Dans les diagrammes complexes on peut séparer également, 
à côté des parties d'énergie propre, les sous-diagrammes d’un autre 


tvpe qui ne se réduisent pas à ces dernières. On arrive à une caté- 
gcrie importante de tels sous-diagrammes en considérant la fonction 


Ki (x, X2 X3) =: 0 | TAH (x) Ÿ; (x2) Ÿk (x) | 0> (104,1) 
1 Si la fonction f(x) —f, (x) f. (x), ses transformées de Fourier sont 
f(P)= \ F (x) elpx dx ((| dix Cure elx (Pi -43) fi (q) F2 (q2) == 
dq, dèq. dt 
= (ie 6 (p—q1 —q2) à (1) Fa a=(E T fi (9) Fa (p— 0). 
En passant de (103,15) à (103,16) on a tenu compte également de ce que 


4 
pee | Ft. 
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affectée d’un indice quadrivectoriel et de deux indices bispinoriels ; 
en vertu de l'homogénéité de l’espace-temps elle ne dépend que 
des différences des arguments x,, x., x.,. Exprimée au moyen des 
opérateurs en représentation d'interaction, la fonction X a la 
forme : ! | " - | 

OÙ TAËhe x) Di (xs) De (x) ST 


Le passage à la représentation d’impulsion s'effectue par la formule 
(2x)t 8 (p, + k—p.) Kik (pe, Pr #) = 
= (TT KG, a, x)eftiPrsipes gay dix, dix. (104,3) 


Dans la technique des diagrammes aux fonctions K', correspondent 
les sous-diagrammes du type 


Ki (Xis Xe X:) 


(104,4) 


Pr Pr 


à trois extrémités (une extrémité photonique et deux extrémités 
électroniques) dont les impulsions sont liées par la loi de conservation: 
Pi +R = ps. (104,5) 

Le terme d'ordre zéro dans le développement de cette fonc- 


tion s’annule et le terme du premier ordre en représentation des 
coordonnées est : 


KE (x,, X., X,) = e \ G(x:—x)Y,G(x—x.,)- D (x, — x) dix, 
ou en représentation d’impulsion : 


K®(p+, Pis R) = eG (p.) Y,G (p,)- De (k) (104,6) 
(les indices bispinoriels sont omis); le diagramme correspondant: 


Ï 
Es 
i 


Pa (104,7) 


Pe Ps 


Lors du passage aux approximations suivantes, les diagrammes 
se compliquent du fait de l’addition de nouveaux sommets. Pour 
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tant, pas tous ces diagrammes apportent quelque chaise d'essen- 
tiellement nouveau. Ainsi, au troisième ordre apparaissent les 
diagrammes : 


Q (104,8 
NAT 7-6 


Les trois premiers peuvent être divisés (en coupant une ligne 
phetonique ou électronique) en un sommet simple (104,7) et une 
partie d'énergie propre du second ordre ; le quatrième diagramme 
n’admet pas de telle séparation. Cette situation a un caractère 
général. Les corrections de première espèce conduisent simplement 
au remplacement dans (104,6) des facteurs G et D par les propa- 
gateurs exacts $ et ©. Quant aux autres termes du développe- 
ment, leur somme donnera une nouvelle quantité qui remplacera 
dans (104,6) le facteur y“. Designant cette quantité par l'# on a de 
cette manière par définition 
Ke (p2, Pas R) =: 418 (p.) [—iel,(p2, pas k)] iS (p,)} [— iv (k)]. (104,9) 

Le sous-diagramme relié aux autres parties du diagramme par 
une ligne photonique et deux lignes électroniques est appelé partie 
de sommet si ce sous-diagramme ne peut pas être séparé en par- 
ties réunies entre elles par une seule ligne (photonique ou élec- 
tronique). La quantité l" représente la somme de tout l’ensemble 
(infinie) des parties de sommet y compris le sommet simple +#*; on 
l'appelle opérateur de sommet (ou fonction de sommet). 

Donnons tous les diagrammes de l'opérateur de sommet aux 
quantités du cinquième ordre près : 


I Î Ù 
I ! I | 
AT A'A'ATA* 
a) s) c) d) 
1 l l I Ù 
| [ I Ù 
+ + + À + À + 
AA AA A A 


(104,10) 
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{on désigne l’opérateur de sommet exact —ieT par un point noir). 
L'opérateur }’, ainsi que l'opérateur y de sommet simple, a deux 
indices matriciels (bispinoriels) et un quadrivectoriel ; il est fonction 
de deux impulsions électroniques (p,, p.) et d’une impulsion pho- 
tonique (k). D'ailleurs toutes les trois impulsions ne peuvent pas 
simultanément se rapporter aux particules réelles : le diagramme 
(104,4) par lui-même (et non en tant que partie d’un diagramme 
complexe) correspondrait à l'absorption d’un photon par un 
clectron libre, mais un tel processus est incompatible avec la loi 
de conservation de la 4-impulsion des particules réelles. C’est 
pourquoi l’une au moins des extrémités du diagramme doit cor- 
respondre à une particule virtuelle (ou au champ extérieur). 

Les parties de sommet peuvent étre classées encore en deux 
catégories: irréductibles et réductibles. On appelle irréductibles 
celles d’entre elles qui ne contiennent pas de corrections 
d'énergie propre aux lignes in‘ernes et dans lesquelles on ne peut 
séparer des diagrammes qui représentent des corrections (d'ordre 
inférieur) aux sommets internes. Ainsi, parmi les diagrammes 
(104,10) ne sont irréductibles que b) et d) [sans tenir compte du 
sommet simple a)]. Les diagrammes g), h), i) contiennent des 
parties d'énergie propre; dans le diagramme c) la ligne pointillée 
supérieure peut être considérée comme une correction au sommet 
supérieur et les lignes pointillées latérales dans les diagrammes 
e) et f), comme corrections aux sommets latéraux. 

Remplaçant dans les diagrammes irréductibles les lignes inter- 
nes par les lignes grasses du même type, et les sommets par les 
points noirs (c’est-à-dire en remplaçant les propagateurs apprechés 
D, G par les propagateurs exacts ©, $, et les opérateurs de som- 
met approches y par les propagateurs exacts FF)! on obtient évi- 
demment l’ensemble de toutes les parties de sommet en général. 
De cette manière, le développement de l’opérateur de sommet peut 
être représente sous la forme : 


À À AA (O4) 


Cette égalité représente par rapçort à l l'équation intégrale avec 
un nombre infini de termes dans le second membre. 


1 Les diagrammes oblenus de cette manière sont appelés diagrammes sque- 
lettes. | 
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De ce qui vient d'être exposé il ressort clairement le principe 
genéral de formation des expressions exactes pour les sous-diagram- 
mes avec n'importe quel nombre d'’extrémités. On les construit 
comme les moyennes dans le vide des produits T des opérateurs 
de Heisenberg: un opérateur (x) pour chaque électron initial, un 
d(x) pour chaque électron final et un A(x) pour chaque photon. 

Donnons encore un exemple: les diagrammes du type 


Ps P 


(104,12) 


Ps Pa 


à quatre extrémités électroniques. On arrivera à de tels diagram- 
mes en considérant la fonction 


Kin, tm is Xe5 Xas Xa) = CO] Tab; (61) a (xs) De (63) Pa (x4)10> (104,13) 
(qui ne dépend évidemment que des différences de quatre argu- 


ments). Ses composantes de Fourier peuvent être représentées sous 
la forme 


\ Ke 1m Xar Xe Xar Xe) El Pat + Pas DiXs—Pax) Ax, dix, dx, dix, =- 
| = (22) 0% (pi + Pa — P3 — Pa) Ke, im (Par Pas Par P2), (104,14) 
où 
Ki, im (Par Paï Pr P:) = 
= (27)! 8% (p, — p,) S;5 (P1) km (Ps) — 

— (22) 511) (P: — P;) S;m (P:) Sy (P:) dE 8; (P:) Syr (Pa) X 
X [— ile, st (Pas Paï Pas Pa)] $s1 (P1) Stm (P2)- (104,15) 
Dans cette dernière expression les deux premiers termes éliminent 
de la définition de la fonction l(p,, p,; P,, p.) les diagrammes qui 
se décomposent en deux parties non connectées entre elles dont 
chacune a deux extrémités externes : 

Ps < — }< — Pi pe y— 

ou 

Ps ( }< Pa Ps — }—r, 

Dans le troisième terme les facteurs $ éliminent de la définition 


de FT les parties du diagramme qui représentent les corrections aux 
lignes electroniques externes. 
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Notons également que d’après les propriétés du produit T des 
opérateurs 4 de Fermi les fonctions l(p,, p,; P, p.) possèdent les 
propriétés d’antisymetrie : 


Dix, 1m (Pas Pas Pas Pa) = —Vri, 1m (Pas Ps Pas Ps) = 
F4 — "Ta, ml (D, Pa Pas Pi). (104,16) 


Si les impulsions p,, P:, P:, P, Correspondent aux particules 
réelles, les diagrammes connectés (104,12) représentent le processus 
de diffusion de deux électrons. On obtiendra l'amplitude de ce pro- 
cessus si l’on fait correspondre aux extrémités externes du diagramme 
les amplitudes d'ondes des particules (à la place des propaga- 
teurs $)!: 


iM,;=u;(p,)u (pa) ile, 2m (Par Paï Ps Pa) Mi (Ps) 4 (2). (104,17) 


En vertu de (104,16) cette amplitude possède automatiquement 
une antisymétrie nécessaire par rapport aux permutations des 
électrons. 


$ 105. Equation de Dyson 


Les propagateurs exacts et la partie de sommet sont liés entre 
eux par des relations intégrales déterminées. C’est la méthode des 
diagrammes qui rend leur origine particulièrement explicite. 

Les notions de l’irréductibilité et de la réductibilité introduites 
dans le paragraphe précédent s'étendent non seulement aux parties 
de sommet, mais aussi à tous les autres diagrammes (ou leurs 
parties). Considérons de ce point de vue les parties d'énergie propre 
de l’électron propres. 

Il est facile de comprendre que dan: l’ensemble infini de ces 
diagrammes ur seul est irréductible ; c'est le diagramme du second 
ordre 


pp 


Toute complication de ce diagramme peut être considérée comme 
introduction des corrections suivantes à ses lignes internes (électro- 
nique ou photonique) ou bien à un de ses sommets. En outre, 
il est important de noter qu’en vertu de la symétrie évidente du 


1 On verra ultérieurement ($ 108) qu'en construisant les amplitudes des 
processus réels il ne faut pas tenir compte des parties d’énergie propre dans 
les extrémités libres des diagrammes. 
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diagramme il suffit de rapporter toutes ces corrections à un seul 
(n'importe lequel) de ses deux sommets!. 

Puisque de toutes les parties d’énergie propre de l'électron 
propres une seule est irréductible, l’ensemble de toutes ces parties 
(c’est-à-dire l’opérateur de masse 2#) sera représenté par un seul 
diagramme squelette : 


—(uy— = du — (105,1) 


P PP +  P 


Ecrite sous la forme analytique, cette égalité graphique donne? 
M(p)=G"'(p)—S"* (p)= 
—ie | yS(p+k) Te (p+E, pi A) D) x. (105,2) 


Une expression analogue peut être écrite également pour l’opé- 
rateur de polarisation @. Parmi les parties d'énergie propre du 
photon propres une seule est également irréductible, donc ®, lui 
aussi, sera représenté par un seul diagramme squelette : 


p*k 
<(E-- = <<CD=- 00 
Pp 


L'égalité analytique correspondante : 


Puy (À) . 5 
= Das (+) —D 71, (k)= 


= ie Tr [rs (p+ HT OH pi RS) GER (105,9 


1 Pour la clarté soulignons que quoique l'introduction des corrections à un 
seul sommet permette d'obtenir tout l'ensemble requis des diagrammes, pour 
chaque diagramme déterminé la structure du sous-diagramme de correction est 
en général différente selon le sommet auquel on le pa Par exemple : 


où pour le même diagramme on a encadré les sous-diagrammes jouant le rôle 
de partie de sommet suivant que celle-ci se rapporte au sommet droit ou 
gauche. 

* Si dans (105,1) le partie de sommet exact est rapporté au sommet 
gauche, dans l'équation (105,2) les facteurs y ct l changeront de place. H va 
de soi que les deux formes de l'équation sont au fond équivalentes. 
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[les indices bispinoriels dans (105,2) et (105,4) sont omis]. 

Les relations (105,2) et (105,4) sont appelées équations de Dyson. 
Elles peuvent être obtenues également par le calcul analytique 
direct. 

Ainsi, pour la déduction de l'équation (105,2) considérons 
la quantite 


(P—m);; Six (x — x") = — i(p — M); SO] Tr, (x) Ÿk (x) 105 


(où p—=i0 est un opérateur de dérivation sur x). On la calcule 
à l’aide de (100,5) exactement de la même façon qu'il était fait 
au $ 76 au cours de la déduction de l'équation (76,7) pour le pro- 
pagateur des particules libres. On obtient finalement : 


(P —M);, Si (x —2x") = 
= — ieyi (0 | TA, (x) (x) x (4°) 034 8,480 (x— x"); 
au second membre de cette égalité le terme contenant la fonction ô 
est le même que dans (76,7). car les relations de commutation 


pour {—£{" pour les opérateurs % en représentation de Heisenberg 
et en représentation d'interaction sont identiques. Quant au pre- 


mier terme, il est égal à —iey Kyk(x, x, x’); on peut donc écrire 
(toujours en omettant les indices bispinoriels) : 


(p—m)S(x—x')=—ieyK, (x, x, x')+ 8 (x— x"). (105,5) 
Pour passer aux composantes de Fourier, remarquons qu’en effec- 


tuant l'intégration de la définition (104,3) sur d*kd'p,/(2x), on 
obtient 


SRG x een), (059 


d’où on voit que l'intégrale au premier membre représente la com- 
posante de Fourier de la fonction K#(x, x, x”). De cette manière, 
prenant la composante de Fourier de deux membres de l'équation 
(105,5), utilisant ensuite la définition (104,9) et se rappelant que 
p—m—G"1(p), on obtient : 


G1(p)$(p)=1—ie | y S(p+ 2) (p+k, pi k)S(p)-D,, (1) x - 


Enfin, multipliant cette égalité par $”1(p) à droite, on arrive de 
nouveau à l’équation (105,2). 


2 M 234 
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$ 106. Identité de Ward 


Encore une relation entre le propagateur photonique et la par- 
tie de sommet, plus simple que l'équation de Dyson, apparaît 
comme la conséquence de l’invariance de jauge. 

Pour la déduire effectuons la transformation de jauge (100,8) 
en supposant (x) = Ôy (x) qui est une fonction infinitésimale simple 
(non opératorielle) des coordonnées quadridimensionnelles x. Alors 
le propagateur électronique subira la variation 


ÔS(x, x')—= ie 8 (x— x") [ôy (x) — 8x (x’)]. (106,1) 


Soulignons que la transformation de jauge de ce type affecte l’ho- 
mogénéité de l’espace-temps, et de ce fait la fonction ô$ dépend de 
chacun des arguments x et x” séparément et non seulement de leur 
différence. Son développement de Fourier s’effectue donc par rapport 
aux Variables x et x” séparément. En d’autres termes, en repré- 
sentation d’impulsion 6$ est une fonction de deux 4-impulsions: 


ÔS(P., P1) = ({ ÔS (x, x')eiPsr-ipix dix d'x”. 


Substituant ici (106,1) et intégrant sur d'xd'ë ou d'Ed‘x"(E=x—x"), 
on obtient : 


68(p+q, p)= ieôy (q) [S (p) —S (p + 9)]. (106,2) 


D'autre part, pour la même transformation de jauge, à l’opéra- 
teur A, (x) s'ajoute la fonction 


e Ô 
GAS (x) =— > 0x (106,3) 


qu’on peut considérer comme un champ extérieur infinitésimal. 
En représentation d’impulsion : 
GAS (q) = iq, Ôx (q). (106,4) 


La quantité ô$ peut être calculée également comme une variation 
du propagateur sous l'effet de ce champ. À des quantités du pre- 
mier ordre en ôx près, cette variation se représentera, évidemment, 
par un seul diagramme squelette : 


7 
iT( + = | 
Per 
Ici la ligne pointillée grasse représente la ligne efficace du champ 
extérieur, c’est-à-dire on lui fait correspondre le facteur [cf. (101, 15)] : 


SA (4) + 84 (9) D D, (9). 
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Mais le 4-vecteur ôA% (q) est longitudinal (par rapport à g), tandis 
que le tenseur Fest transversal. C’est pourquoi le deuxième terme 
s’annule ici, donc il reste: 


19 
i9p+90) = le (106,5) 
p 


p+g 


où à la ligne pointillée mince on fait correspondre d’une façon 
habituelle tout simplement le champ 64°. Sous la forme analytique 


6$—e$(p+q)Ir(p+q, p; q)S(p)-8AŸ. (106,6) 


Substituant ici (106,4) et comparant avec (106,2), on trouve 
la relation : 


S(p+g)—S(p})=—S(p+qg)Tr(p+g p; q)$(p)-q, 
ou pour les matrices inverses : 


S71(p+9q)—S"1(p)=9.IF(p+9, p; q) (106,7) 
(H. Green, 1953.) 
Faisant tendre dans cette égalité g —-0 et comparant les coeffi- 
cients de la quantité infinitésimale g, dans les deux membres de 
l'égalité, on obtient : 


ke 87? (p)}=I%(p, p: 0). (106,8) 


C'est ce qu’on appelle identité de Ward (J. G. Ward, 1950). On 
voit que la dérivée première de $#”:(p) sur l’impulsion coïncide 
avec l'opérateur de sommet si le transfert de l’impulsion est nul!. 
Quant à la dérivée première de la fonction $(p) elle-même, on a: 


= iS(p)= is (p)[—iTr(p, p; 0)] is (p). (106,9) 


D'une façon analogue on pourrait obtenir aussi les dérivées 
d'ordres supérieurs en effectuant les calculs à des termes d'ordres 
plus élevés en ôyx près. Pourtant on n'aura pas besoin de telles 
formules. Considérons maintenant la dérivée première 0®(k)/0k, de 
l'opérateur de polarisation. À la différence de la fonction $ (p) la 
grandeur ® (2) est invariante de jauge et ne change pas par l’intro- 
duction d’un champ extérieur fictif (106,4). C’est pourquoi on ne 
peut pas calculer de la même façon sa dérivée première. Pourtant 
pour cette grandeur aussi on peut obtenir une expression graphique 
déterminée. 


* A l'approximation d'ordre zéro, c'est-à-dire pour le propagateur des particules 
libres, cette identité est évidente: G—1(p)=p—m, c'est pourquoi dG-!/0p,, = Y#. 
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À cette fin, considérons le premier des diagrammes intervenant 
dans la définition de #, le diagramme du second ordre: 


p+k 
[5h <-<TD--- (106,10) 
4 
P 


Aux lignes continues y correspondent les facteurs iG(p) et iG(p+k). 
La dérivation sur À remplace le second facteur par i0G(p+k)/0k, 
mais d’après l'identité (106,9) un tel remplacement est équivalent 
à l’insertion d’un sommet supplémentaire dans une ligne électronique 


1k=0 
| 


p+k à (106,11) 
k k 
P 


On voit qu’au premier ordre non nul la dérivée cherchée est repré- 
sentée par un diagramme à trois extrémités photoniques. Souli- 
gnons tout de suite que ce diagramme par lui-même ne donne pas 
du tout l’amplitude de transformation d’un photon en deux. L’am- 
plitude d’un tel processus se représenterait par la somme du dia- 
gramme (106,11) et d’un autre diagramme du même type mais avec 
le sens inverse du parcours de la boucle; d’après le théorème de 
Furry cette somme s’annule. Mais le diagramme (106,11) par lui-même 
n'est pas nul. 

D'une façon analogue on peut aussi effectuer la dérivation des 
diagrammes plus complexes en ajoutant successivement les sommets 
de k’—0 à toutes les lignes électroniques dépendant de k. Il existe 
pourtant des diagrammes où les lignes photoniques internes, elles 
aussi, dépendent de k, par exemple le diagramme de gauche sur la 
figure suivante : 


A4 


QU |- 


ke 0 
d ka 0 


DC D-C0 
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La dérivée première du diagramme entre accolades est représentée 
ici sous forme des diagrammes par introduction d’une notation 
graphique nouvelle, d’un sommet fictif à trois photons: d’un point où 
convergent trois lignes pointillées et auquel on fait correspondre la 
grandeur 


oD- 
Okt 


4ni = 2ik, =, (106,12) 
Maintenant on peut dériver n'importe quel diagramme en insérant 
dans les lignes indépendantes de k les sommets v, et y, et en effec- 
tuant ensuite les calculs d’après les règles générales. La sommation 
de ces corrections d'ordres supérieurs donne : 
| 07, 
— = E— = 99 (106,13) 


où ie7°,,, est la somme des parties internes de tous les diagrammes 
à trois extrémités photoniques obtenus de la façon mentionnée. 
Dans la suite, nous aurons besoin également de la dérivée seconde 
de l'opérateur de polarisation. Dérivant d’une façon analogue encore 
une fois l'égalité (106,13), on obtient : 
| FPy (y 
4n 0k° dB — Ÿ apes + Ÿ yepv (106,14) 


où ie est la somme des parties internes de tous les diagrammes 
à mue extrémités photoniques du type 


0 0 
NS 
P 6 
(106,15) 
# V D 
% k 


[qui comprend, bien sûr, les diagrammes avec les sommets fictifs 
à trois photons (106,12)]. 


$ 107. Propagateur électronique dans un champ extérieur 


Si le système se trouve dans le champ extérieur donné A!" (x), 
le propagateur électronique exact se détermine par la même for- 
mule (103,1), mais dans l’hamiltonien H—H,+V qui effectue la 
transformation des opérateurs en ceux dans la représentation de 
Heisenberg, intervient également l'interaction des électrons avec 
un champ exterieur : 


V=e( A jdix+e( Al jdex. (107,1) 
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Puisque le champ extérieur affecte l’homogénéité de l’espace-temps, 
le propagateur $#(x, x”) dépendra maintenant de deux arguments 
x et x’ séparément, et non seulement de leur différence x—x". 

Si l’on passe d’une façon habituelle à la représentation d'interaction, 
on arrivera aux diagrammes ordinaires où, outre les lignes photo- 
niques virtuelles, figureront également les lignes du champ exté- 
rieur. Pourtant une telle technique n’est pas commode dans les cas 
où le champ extérieur ne peut pas être considéré comme une petite 
perturbation, en premier lieu, quand les particules dans le champ 
peuvent être dans les états liés. Cependant le propagateur électro- 
nique dans le champ extérieur est nécessaire en premier lieu juste- 
ment pour l’étude des propriétés des états liés, en particulier pour 
la détermination des niveaux d'énergie compte tenu des corrections 
radiatives. Pour construire un tel propagateur il faut partir d’une 
représentation des opérateurs, dans laquelle le champ extérieur 
intervient exactement, dès l’approximation d'ordre «zéro» suivant 
l'interaction électron-photon (W. Furry, 1951). 

Dans la suite, nous allons supposer le champ extérieur comme 
stationnaire, c'est-à-dire indépendant du temps. 

La représentation exigée des opérateurs # est donnée par les 
formules (32,9) de la seconde quantification dans un champ exté- 
rieur: 


pt, = Zaire tn bip (r) er"), 


tett) t 


po (, r)= D lat (ne bi (re ‘4, (107,2) 


où pE? (r) et el? sont les fonctions d'ondes et les niveaux d'énergie 
de l’électron et du positron respectivement et qui sont les solutions du 
problème « à une seule particule», c’est-à-dire de l'équation de Dirac 
pour une particule dans un champ. Il est aisé de comprendre que 
les opérateurs (107,2) sont les opérateurs % dans une certaine re- 
présentation (représentation de Furry) en quelque sorte intermédiaire 
entre les représentations de Heisenberg et d'interaction. On peut 
les écrire sous la forme : 


Ce) (f — piHit —iHit, 
Une Une (107,3) 
po (f, r)=eHtp(r)e-iHit, 
où 

H,=H, +e \ A (x) je (x) d'x. 
Quant à l’opérateur du champ électromagnétique A, il commute, 


ça va de soi, avec le deuxième terme de H,, c'est pourquoi pour 
lui la représentation de Furry coïncide avec celle d'interaction. 
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Le propagateur électronique à l'approximation d'ordre zéro se 
définit dans la nouvelle représentation comme : 


GR (x, x')=— 1 <0| Ti” (x) (x’)1 0). (107,4) 


L'opérateur 1#'* ({, r) satisfait à l’équation de Dirac dans un champ 
exterieur : 


[p—eÀt (x)—m] pt (4, r)=0, (107,5) 
et la fonction G'° respectivement à l'équation: 
[P —eÀt (x)—m] Gt (x, x°) = 6 (x — x") (107,6) 


[cf. la déduction de (105,5)]. 

Les diagrammes, qui expriment le propagateur exact # sous la 
forme d’une série en e*, sont construits en passant de la représen- 
tation de Heisenberg à celle de Furry, exactement de la même 
façon que nous avons effectué plus haut le passage à la représen- 
tation d'interaction. On obtient finalement les diagrammes du même 
type, mais aux lignes continues correspondront maintenant les 
facteurs :G'* (à la place de iG). 

Une différence insignifiante dans les règles d'écriture des expres- 
sions analytiques des diagrammes s'explique par le fait qu'en 
représentation des coordonnées G‘‘*’ est fonction non seule- 
ment de la différence x—x’. Cependant dans un champ extérieur 
constant l’homogénéite du temps se conserve, c’est pourquoi les 
instants { et {’ comme auparavant vont intervenir seulement sous 
forme de la différence {/—{" = +T, de sorte que 


GO = Gt (x, r, r'). 


On passe à la représentation d’impulsion en effectuant le développe- 
ment de Fourier par rapport à chacun des arguments de la fonction : 


G(x, r, r')= (AN PR Ge, p,, P)X 


de d3p, d‘p, 
* 5x Gs Go (107,7) 
À chaque ligne à laquelle correspond le facteur iG'° (e,, p., p,) doit 
être attribuée une valeur de l’énergie virtuelle e, mais deux va- 
leurs d’impulsion, initiale p, et finale p.: 
IG (e, Pa. pi) = 7. (107,8) 
En fin de compte on obtient la regle d'écriture des expressions 
analytiques des diagrammes dans lesquelles l'intégration sur de/2n 
s’effectue d’une façon habituelle, et les intégrations sur d*p,/(2n)° 
et d‘p./(2x)° s'effectuent indépendamment en tenant compte de la 
conservation de l’impulsion dans chaque sommet. Ainsi, par exemple : 
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E-& 

De 

PB © P DZ 1 & Pi 
&,k 


= [TG (e, p., p')v Gi (E— 0, pk, p'—#)x 


nn ; d'k d3p’ dip” 
XV (e, p°, Pi) Dax (©, À) ns ns - 

Il est important de noter que dans la technique exposée il est 
nécessaire de tenir compte également des diagrammes aux lignes 
électroniques «fermées sur elles-mêmes» qui sont rejetées dans la 
technique habituelle comme étant liées au «courant dans le vide». 
En presence d’un champ extérieur ce courant ne doit plus s’annu- 
ler à cause de «la polarisation du vide» due au champ. Ainsi, 
dans le diagramme 


(107,9) 


W 


o) 
b, 


l - (107,10) 
Hp 


a — — 
Pe © PP P 
à la boucle supérieure correspond le facteur 


1 (e dp_do 
| (Go, p+k, p) ER (107,11) 


Ici, pourtant, il faut encore préciser le sens accordé à l'intégrale 
sur dw. Le fait est que l'intégration de la composante de Fourier 
de la fonction G‘* (xt) par rapport à dw se réduit au calcul de la 
valeur de cette fonction pour t—0; mais la fonction G'* (rt) est 
discontinue en ce point, il faut donc spécifier laquelle de ces 
deux valeurs limites doit être prise. Pour élucider cette question, 
il suffit de remarquer que l'intégrale (107,11) résulte de la con- 
traction des opérateurs 1 figurant dans le même opérateur de cou- 
rant : 


}" — 9 (é, r) en (é, r), 


où Ÿ'° se trouve à gauche de #'°. Conformément à la définition 
du propagateur (107,4) on obtient un tel ordre de facteurs pour 


PROPAGATEUR ÉLECTRONIQUE DANS UN CHAMP EXTÉRIEUR 41 


t—4{" si l'on interprète {” comme {”—#f+0, c’est-à-dire la valeur 
limite de la fonction G'‘’(f—{t") comme limite pour {—{"——0. 
Autrement on peut dire que l'intégrale sur dw/2x dans (107,11) 
doit être interprétée comme 


PE pour T——0. (107,12) 


L'opérateur de masse dans un champ extérieur se définit de la 
même façon qu’au $ 103:—;:4 est la somme de tous les sous-dia- 
grammes d'énergie propre propres. Il est maintenant la fonction 
de l’énergie e et des impulsions p, et p. aux extrémités des lignes 
externes par lesquelles, respectivement, elles entrent et sortent du 


sous-diagramme : 
— iM (e.p »Pr) 
P: ss 


Procédant exactement de la même façon qu’au cours de la déduc- 
tion de (103,6) on obtient l'équation: 


S(E, P:, P1) —G'° (E, P., Pi) = 


, n # ? ? d3 d d 7 
= | (Gt (e, p P'\Æ(e, p', p')$(e, p', pi) Sastese (107,14) 


Une forme plus naturelle de cette équation peut être obtenue, 


si l’on revient à la représentation des coordonnées suivant les va- 
riables spatiales, en introduisant la fonction : 


, n d3p\d"p. 

SG, r,r )= | \ S(e, p., pet wr-pe) ÉRCRE, (107,15) 
et d’une façon analogue pour d’autres grandeurs. Effectuant dans 
(107,14) la transformation inverse de Fourier, on obtient : 

S(e, r, r')—G (e, r, r')— 
= [te (e, r,r.) M (e, r., r,)$(e, r,, r')d°x, d'x.. 
Agissons maintenant sur les deux membres de l'égalité par l’opé- 
rateur 


(107,13) 


v'e— yp—ey" A (x) 
(e étant un nombre, p=——iy l'opérateur de dérivation par rapport 
aux coordonnées r). Tenons compte de ce que d’après (107,6): 


[v'e—vyp—eAt (x)] Ge, r, r')—=8ô(r—r'). (107,16) 
Finalement on obtient l'équation suivante: 
[v°e —yp—eÀt" (M]$(, r, r')— 
—\ Mo (e, r, r:)$(e, r,, r')dx,6(r—r'). (107,17) 
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L'utilite particulière de la fonction £(e, r, r’) consiste en ce 
que ses pôles déterminent les niveaux d’énergie de l’électron dans 
un champ extérieur. 

Montrons-le d’abord pour la fonction approchée G'‘'(e, r, r’). 
Portant les opérateurs (107,2) dans la définition du propagateur 
(107,4), on obtient [expression exactement analogue aux formules 
(76,12) du propagateur des particules libres] : 


—iDvn (re (r')exp{— ie (t—t')}, > €, 


RAR NE LEZ (0 Fm (exp fie (EE) cl 
- (107,18) 


et après avoir passé aux composantes de Fourier par rapport au 
temps : 
GR (e, r, r'}= À JAP EN | AP CPE (| | (107,19) 


PE SES EP EC RE EEE é 


| e—ef +Li0 ete) —;i0 J 


On voit que G"(e, r, r’), comme fonction analytique de €, a sur 
le demi-axe réel positif les pôles coïncidant avec les niveaux d’é- 
nergie de l’électron ; et les pôles sur le demi-axe négatif coïncident 
avec les niveaux d’énergie du positron. Les valeurs ef > m for- 
ment le spectre continu! et les pôles correspondants se fondent en 
deux coupures du plan &: de —oo à —m et de m à “<+oo. Sur 
l'intervalle |e| < m se trouvent les pôles déterminant les niveaux 
d'énergie discrets. 

Pour le propagateur exact $(e, r, r’) on peut obtenir le déve- 
loppement analogue en l’exprimant au moyen des éléments de 
matrice des opérateurs de Schrôdinger auxquels les éléments ma- 
triciels des opérateurs de Heisenberg sont liés par les égalités 


<mlwp(é, r)|n>=<mlwp(r)|n>e-f(En-Em)t (107,20) 


(et de la même façon pour w). Ici ÆE, sont les niveaux d'énergie 
exacts (c'est-à-dire avec toutes les corrections radiatives) d’un 
système dans un champ extérieur. L'opérateur 1 augmente et l’opé- 
rateur 1 diminue de 1 (c’est-à-dire de +|e|) la charge du système. 
Cela signifie que dans les éléments de matrice <n|#|0> et <0]#]n 
les états |1> doivent correspondre à la charge du système égale à 
+1, c'est-à-dire ils ne peuvent contenir, outre le positron, qu’un 
certain nombre de paires électron-positron et un certain nombre de 
photons, on désignera les énergies de ces états par ET. D'une 
manière analogue, dans les éléments de matrice <0|w#ln> et 


1 On suppose que le champ extérieur disparaît à l'infini. 
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énlb]0> les états |n> contiennent un électron+un système de 
paires et de photons (énergie Ef”). À la place de (107,18) on ob- 


tient maintenant 
Sa ({—{", Fr, r') —= 


— HZ <O lb (r)1n> en 1 (710 exp{— ES (Ed), LE, 
E D <Olb, (r')Ind<enl;(r)10>exp{iEs(t—#)}, 1<t', (107,21) 


d'où : 
| «OL p;:(r)1n> <n | b4(r’)10> 
Sue, r, = 2 CLORER + 
IE 71 PERTE CAE A 7 
PRE . (107,22) 


Soit e proche d’un certain des niveaux d'énergie Ef* (ou d’un 
des — ET). Alors de toute la somme dans (107,22) on ne peut laisser 
qu’un seul terme de pôle correspondant. En le portant ensuite dans 
(107,17) on voit que les facteurs dépendant du deuxième argument 
r’ (pour r r') disparaissent de l'équation. Finalement on obtient 
une équation intégro-différentielle homogène pour la fonction 
<0|p(r)ln> (ou <n]w(r)|0> qu’on désignera pour abréger par 
W,(r)'. Omettant l'indice n on a: 


[v°e + ivy —e À (r)] x Fi (7) — 
—(Ante, r, r:) Var:) dx, —0. (107,23) 


Les niveaux d'énergie discrets E, interviennent maintenant comme 
valeurs propres de cette équation. De ce fait l'équation (107,23) 
devient la base du procédé régulier de la détermination de ces 
niveaux. 

Exprimons, à titre d'exemple, en partant de (107,23) e,,, la 
correction du premier ordre en #4 au niveau d'énergie discret de 
l'électron, qui résulte de l’équation de Dirac: 


[ve, + ivy—eA (r)] p,(r)=0. (107,24) 
Soit la fonction d’onde w,(r) normalisée par la condition 


dobidx = 1. (107,25) 


1 En négligeant les corrections radiatives, Ÿ, (r) coïncident (pour les états 


à un seul électron ou positron) avec les fonctions d'ondes ÿ#” ou 4%”, qui 
sont les solutions de l'équation de Dirac. 
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Ecrivons la fonction propre de l'équation (107,23) sous la forme : 


Pr) =, (r) + (r), (107,26) 
où w!° est une correction à w,(r). Portant (107,26) dans l'équa- 


tion (107,23), en la multipliant à gauche par +, (r) et en l’intégrant 
sur d‘x! on obtient l’expression cherchée : 


==, FT | \ Yus(r) Aix (e,, Fr, ri) us (7,)d°x d’x.. (107,27) 


$S 108. Conditions physiques de la renormalisation 


La théorie exposée jusqu'ici dans ce chapitre avait un caractere 
formel. Nous avons opéré avec toutes les quantités de la manière 
comme si elles étaient finies et nous n’avons pas fait sciemment atten- 
tion aux infinis rencontrés dans la théorie. Pourtant au cours du 
calcul des fonctions ©, £&, l d’après la théorie des perturbations 
apparaissent des intégrales divergentes auxquelles on ne peut pas 
attribuer une valeur déterminée sans faire intervenir des considé- 
rations supplémentaires. L'apparition de telles divergences témoigne 
de l’imperfection logique de l’électrodynamique quantique actuelle. 
Nous allons voir pourtant que dans cettethéorieon peut établir certaines 
recettes permettant d'effectuer d’une manière univoque «les soustrac- 
tions des infinis» et d’obtenir les valeurs finies pour toutes les 
quantités, possédant le sens physique direct. À la base de ces 
recettes se trouvent les exigences physiques évidentes qui se réduisent 
à ce que la masse du photon soit égale à zéro, tandis que la charge 
et la masse de l’électron soient égales à leurs valeurs observables. 

Pour commencer, établissons les conditions qu'il faut imposer 
au propagateur photonique. 

Considérons le processus de la diffusion qui peut s'effectuer à 
l’aide des états intermédiaires à une particule (photon virtuel). 
L’'amplitude d’un tel processus doit avoir un pôle quand le carré 
de la 4-impuision totale des particules initiales P coïncide avec le 
carré de la masse du photon réel, c’est-à-dire P°—0; on a vu 
au $ 80 que cette exigence résulte de la condition générale d’uni- 
tarité. Ie terme de pôle dans l’amplitude apparaît du diagramme 
du type (80,1): 


_—. P 108,1 
LP (108,1) 


1 En intégrant il faut utiliser le fait que l'opérateur différentiel de l'équa- 


tion (107,24) est auto-adjoint afin de transférer son action de Ya” sur Yu. 
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où, compte tenu des corrections radiatives, les deux parties du 
diagramme doivent être reliées par une ligne pointillée grasse (pro- 
pagateur photonique exact). Cela signifie que la fonction @(£°) 
doit avoir un pôle pour k°—0, c.-à-d. il doit être 

D — pour k°—0, (108,2) 
où Z est une constante. Pour l'opérateur de polarisation  (k°), 
il en résulte selon (101,20) la condition 


P (0) = 0. (108,3) 
Alors, le coefficient en (107,2) sera 
L_/_?P4 
Z kR  |k:.0" 


Les restrictions ultérieures relatives à la fonction Æ(k:) 
peuvent être obtenues à partir de l’analyse de la définition physique 
de la charge électrique d’une particule. Elle consiste en ce que deux 
particules classiques (c’est-à-dire si lourdes que l'on veut) se trouvant 
au repos à de grandes distances l’une de l’autre! doivent interagir 
selon la loi de Coulomb: U—e*/r. D'autre part, cette interaction 


s'exprime par le diagramme : 
." # 


(C) 
Lk (108,4) 


(a) No 


où les lignes supérieures et inférieures correspondent à des parti- 
cules classiques. Les corrections d'énergie propre du photon sont 
prises en compte dans la ligne du photon virtuel. Toutes les 
autres corrections concernant les lignes de particules lourdes con- 
duiraient à l'annulation du diagramme. En effet, l’addition 
d’autres lignes internes au diagramme (108,4) (par exemple, la jonc- 
tion des lignes a et c ou a et b par une ligne photonique) con- 
duit à l’apparition dans le diagramme des lignes de particules 
lourdes virtuelles auxquelles se rapportent les propagateurs corres- 
pondants. Mais le propagateur d’une particule contient dans le 
dénominateur sa masse M et s’annule pour M —- co. 


1 Il s’agit des distances S l/m, où m est la masse de l'électron. 
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Il est clair de la forme du diagramme (108,4) (cf. $ 84) que 
le facteur e*® (k°) figurant sur ce diagramme doit être (à un signe 
près) une transformée de Fourier du potentiel de l'interaction des 
particules. Le caractère statique de l'interaction signifie que les 
fréquences des photons virtuels w —0, et qu’à des grandes distances 
correspondent les petits vecteurs d’ondes %. La transformée de 
Fourier du potentiel coulombien est 4ne’/k°. Enfin, puisque la 
fonction dépend uniquement du carré k°—w*—k°, on arrive à 
la condition! 


D—T pour k—0, (108,5) 


c'est-à-dire le coefficient dans (108,2) doit être Z = 1. Pour l'opéra- 
teur de polarisation @(k°) cela signifie qu’il doit être 


TP) 0 pour #—0. (108,6) 


Outre la condition (108,3) déjà connue, il s'ensuit d’ici qu’ on doit 
avoir aussi : 


(0) =0. (108,7) 


Il a été noté au $ 101 qu’à la ligne externe efficace du photon 
réel correspond sur le diagramme le facteur (101,15) ou, compte 
tenu de (101,16) et (101,19), 


[1 + # (0) (0)| e. 


On voit maintenant qu'en vertu de (108,5-6) le terme de correc- 
fion s’annule ici. En d'autres termes, on arrive à un résultat 
important : dans les lignes photoniques externes il ne faut pas du 
tout tenir compte des corrections radiatives. 

De cette manière les exigences physiques naturelles conduisent 
à l'établissement des valeurs déterminées (nulles) des quantités 
P(0) et F’ (0). Cependant le calcul de ces quantités d’après les 
diagrammes de la théorie des perturbations conduirait aux inté- 
grales divergentes. On voit que le procédé d'élimination de ces infinis 
consiste en attribution aux expressions divergentes des valeurs données 
d’avance établies à partir des exigences physiques. Un tel procédé 
est appelé la renormalisation des quantités correspondantes 2. 


1 Le signe est évident: )(k°) tend vers le propagateur des photons 
libres D (k°). 

? L'idée d’un tel procédé a été émise pour la première fois par H. Kramers 
(1947). Quant à l'application systématique de la méthode de renormalisation 
en électrodynamique quantique, elle a été réalisée dans les travaux de Dyson, 
Tomonaga, Feynman et Schwinger. 
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La méthode d'exécution de cette opération peut être formulée 
également sous une forme quelque peu différente. Ainsi, pour renor- 
maliser la charge d’une particule on introduit une charge non 
physique «d’amorçage» e. comme un paramètre qui entre dans 
l'expression de l'opérateur initial d'interaction électromagnétique 
figurant dans la théorie des perturbations formelle. Après cela la 
condition de renormalisation est formulée comme une exigence 
e2D (R°) —+ 4rw°/k° (pour k° —+0), où e est la charge physique, réelle 
d'une particule. On en trouve la relation eZ —e*° et à l’aide de 
celle-ci la quantité non physique e, est éliminée des formules dé- 
crivant les effets observables. Exigeant immédiatement Z = 1, on 
effectue la renormalisation en quelque sorte «en marche» en se dé- 
barrassant de cette façon de la nécessité d'introduire des quantités 
fictives même dans les calculs intermédiaires. 

Passons à l'établissement des conditions de renormalisation 
pour le propagateur électronique. À cette fin considérons mainte- 
nant le processus de diffusion qui peut se réaliser à l’aide d’un 
état intermédiaire à une particule (à un électron virtuel). 
L’amplitude d’un tel processus doit avoir un pôle lorsque le carré 
de la 4-impulsion totale des particules initiales P; coïncide avec 
le carré de la masse de l’électron réel: Pf—m*. Le terme de pôle 
dans cette amplitude apparaît du diagramme du type | 


P; Fe 108.8 
p=R=P ( ) 


où, compte tenu des corrections radiatives, la ligne grasse repré- 
sente le propagateur électronique exact. Cela signifie que la fonc- 
tion $#(p) doit avoir un pôle pour p°=m*, c'est-à-dire elle doit 
avoir la forme limite : 


She ZE + Ep) pour p—-m, (108,9) 


où Z, est une constante scalaire et g(p) reste finie pour p°—m:. 
La structure matricielle du terme de pôle dans (108,9) (proportion- 


nalité à p+m) est la conséquence de la même condition d’unita- 
rité d’où apparaît l'exigence même de l'existence du pôle. 
Montrons-le en éclaircissant simultanément la question importante 
concernant les conditions de la renormalisation des lignes électro- 
niques externes. 
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Si $(p) possède à la limite la forme (108,9), la matrice 
inverse sera 


$-1(p)& 7-(P—m)—(p—m)g(b—m) pour p°—m°. (108,10) 
Quant à l'opérateur de masse, il sera égal à 
A=G—S 7 (17) (b—m)+(p—m)g(p—m), (108,11) 
pour p° — ms. 


À la ligne électronique externe efficace (entrante, par exemple) 
correspond sur le diagramme le facteur [cf. (101,15)]: 


U(p)=u(p)+S$(p) 4 (p) u (p), (108,12) 


où u(p) est l'amplitude habituelle de la fonction d’onde de 
l’électron, satisfaisant à l'équation de Dirac (p—m)u--0. En vertu 
des exigences de l’invariance relativiste (Y, de même que «, est 
un bispineur) la valeur limite de ®Œ(p) pour p°—-m° ne peut dif- 
férer de u(p) que par un facteur scalaire constant : 


U (p) = Z'u (p). (108,13) 


Ce facteur Z’ est lié d’une façon déterminée avec le facteur Z,, 
mais il est impossible de déterminer cette liaison par une simple 
substitution de (108,10-11) dans (108,12) à cause de l’indétermi- 
nation apparaissante: le résultat dépendra de l'ordre dans lequel 
on effectue le passage à la limite dans les différents facteurs dans 
108,12). 

Pourtant on peut se passer de l’éclaircissement de la question 
concernant la méthode correcte du passage à la limite en faisant 
appel à la condition d’unitarité appliquée à la réaction représentée 
par le diagramme (108,8). La relation d’unitarité se rapporte, en 
général, non pas aux diagrammes séparés, mais aux amplitudes des 
processus dans leur ensemble. Pourtant, pour p°—-m°le diagramme 
à pôles (108,8) donne la contribution essentielle à l’amplitude 
correspondante M,;, de sorte que l'on peut ne pas considérer 
les autres diagrammes relatifs à la même réaction. 

En vertu des exigences d’unitarite, comme il a été montré au 
$ 80, l’état intermédiaire à une particule conduit à l'apparition 
dans l’amplitude de la réaction de la partie imaginaire ayant un 
terme contenant la fonction ô: 


in (p°—1m°) 2 M nMio (108,14) 
polar 


l'indice n correspond dans ce cas à l’état à un électron réel, et 
la sommation s'effectue sur ses polarisations (pour éviter des com- 
plications superflues on admet, comme au $ 80, que la symétrisa- 
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tion de deux membres de la relation d’unitarité par rapport aux 
hélicités des particules initiales et finales est effectuée: alors 
M};=M;)). L'amplitude M,, correspond au processus représenté 
par le diagramme 


FF P 


et a la forme 
M5 = (Mn) = 2° (Mau), 


où M};, est un facteur à un indice bispinoriel libre’. D’une facon 
analogue, l’amplitude M}, possède la structure de la forme: 


2 = (ÜMis) = Z'(aM;:). 


La sommation par rapport aux polarisations de l’'électron remplace 
le produit (M;,u)(uM;}) par M;,(p+m)M,, ainsi le terme 
(108,14) dans l'amplitude M,; prend la forme : 


‘sinô (p°— m°) {Mj,(p+m) Mi}. 


À partir de ce terme de la partie imaginaire on peut reconstruire 
tout le terme de pôle dans l’amplitude de diffusion ; d’après (80,5) 
on trouve : 
_ 2" {Mia (p+ m) Min} 
A pm cn ie 
D'autre part, le calcul de cette même amplitude directement 
d'après le diagramme (108,8) donne : 


La comparaison de ces deux formules confirme l'expression limite 
pour &# (p) écrite plus haut [premier terme dans (108,9)], avec cela *° 


V7. (108,15) 


1 Ici s'impose une précision. L'électron en tant qu'une particule stable ne 
peut pas se transformer réellement en un autre ensemble de particules réelles. 
Pourtant il est possible de considérer formellement comme particules réelles 
certaines particules imaginaires possédant des masses telles qu'elles admettraient 
une telle transformation. La relation obtenue doit être interprétée alors comme 
un prolongement analytique aux valeurs réelles des masses. 

2 La déduction directe de l'égalité (108,15) à partir de la définition (108,12) 
exige une étude compliquée; celle-ci est donnée dans l'article: F. Dyson, 
Phys. Rev. 83, 608 (1951). 
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Montrons maintenant qu'après avoir établi la forme limite exi- 
gée du propagateur électronique, on n’a plus besoin d'établir les 
nouvelles conditions pour l'opérateur de sommet. 

Considérons le diagramme 


PK (108,16) 


représentant la diffusion de l’électron par le champ extérieur 
A“ (k) (en premier ordre par rapport au champ) compte tenu de 
toutes les corrections radiatives. À la limite k—+0, p,—p,=p 
les corrections d'énergie propre à la ligne du champ extérieur dis- 
paraissent (rappelons que ces corrections disparaissent pour tout 
k°-—0). Alors à ce diagramme correspondra l’amplitude 


My;=— ef (p)T (p, p; 0) U(p)- A® (k—0), (108,17) 


c'est-à-dire le produit du potentiel A par le courant électronique 
de la transition TU. Mais pour k—-0 le potentiel A (x) se 
ramène à la constante indépendante des coordonnées et du temps. 
À un tel potentiel, en général, ne correspond aucun champ physi- 
que (cas particulier de l’invariance de jauge), donc il ne peut 
provoquer aucun changement du courant électronique. En d’autres 
termes, à la limite considérée le courant de la transition UTU 
doit tout simplement coïncider avec le courant libre uyu : 


 (p) Te (p, p5 0) U (p) = Zu (p) Tru (p)=u (p) v* u (p). (108,18) 


Cette exigence représente, au fond, aussi l'expression de la défi- 
nition de la charge physique de l’électron. Il est aisé de voir 
qu'elle est satisfaite automatiquement, indépendamment de la va- 
leur de Z,. En effet, portant $”1:(p) de (108,10) dans l'identité 
de Ward (106,8), on obtient : 


Te (p, pi 0)= 7 v—vt8(p) (P—m)—(B—m) gp) v*. 


et l'égalité (108,18) est satisfaite en vertu des équations 
(p—m)u =0, u(p—m)=—0, 

On voit qu’au cours de la construction de l'amplitude d’un 
processus physique la «constante de renormalisation» Z, disparaît. 
De plus, en profitant de l’indétermination apparaissant à cause 
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des divergences au cours du calcul de F, on peut tout simplement 
exiger qu'on ait 


u (p)T* (p, p; O)u (p) =:u (pv u (p) pour p°=m°, (108,19) 


c'est-à-dire poser Z, = 1. 

La commodité d’une telle définition consiste en ce qu'on n’a 
plus besoin d'introduire les corrections dans les lignes électroniques 
externes. On a tout simplement 


U (p) = u (p). 


On peut aussi s'en assurer directement en remarquant que pour 
Z;, = 1 l'opérateur de masse (108,11) 


A = (p—m) g(p—m) (108,20) 


et le deuxième terme dans (108,12) s’annule d’une façon évidente. 
De cette manière les lignes externes de toutes les particules 
réelles — des photons aussi bien que des électrons, n’exigeront pas 
la «renormalisation» :. 


$ 109. Propriétés analytiques du propagateur photonique 


Il est commode de commencer l’étude des propriétés analyti- 
ques du propagateur photonique par l'étude des propriétés de la 
fonction If (k3). Le fait est que l’utilisation directe à cette fin 
de la définition (101,1) est gênée par la non-univocité de jauge 
des opérateurs Ar(x) et par l'indétermination de leurs propriétés 
qui s'ensuit. 

En partant de l'expression de la fonction d'énergie propre du 
photon au moyen des éléments de matrice de l’opérateur de cou- 
rant invariant de jauge on a reçu au $ 102 la représentation in- 
teégrale de la fonction II(k°) (102,11). Désignant la variable k° 
par {°, considérons les propriétés de la fonction II({) dans le plan 
de { complexe. 

De la représentation intégrale 


La 
p (t”) dt° 


1(=\ 5 (109,1) 
0 


* 1 Au cours de la renormalisation du propagateur photonique la condition 
Z-=} apparaissait comme une exigence physique nécessaire et après cela les 
corrections aux lignes photoniques externes disparaissent automatiquement. 
Pourtant au point de vue formel, les situations sont analogues pour les 
lignes externes photoniques et électroniques: pour Z # 1 l'amplitude d'onde 
e, du photon réel, compte tenu des corrections, serait multipliée par WZ. 

F 4 Ne pas confondre avec la notation du temps! 
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on voit que sur le demi-axe réel négatif la fonction II ({) est réelle, 
et, dans le reste du plan, elle satisfait à la relation de symétrie 


TI (°) = Il* (#). (109,2) 


La fonction II ({) ne peut avoir des singularités que dans les points 
singuliers de la fonction p(f). Ces derniers correspondent aux va- 
leurs {—k® qui sont les valeurs de seuil pour la création par 
le photon virtuel de différents ensembles des particules réelles. 
Pour ces valeurs de nouveaux types d'états intermédiaires dans 
la somme (102,9) «entrent en jeu». La contribution de ces états 
est nulle au-dessous du seuil et différente de zéro au-dessus du 
seuil, ce qui conduit à la singularité de la fonction au point de 
seuil lui-même. Ces valeurs de seuil sont naturellement réelles et 
non négatives'. C’est pourquoi les points singuliers de la fonction 
IT({) se trouvent également sur le demi-axe réel positif de la 
variable £. Si l’on effectue une coupure suivant ce demi-axe, la 
Si IT ({) sera analytique dans tout le plan coupé de cette 
açon. 

Le terme “+10 au dénominateur de l'expression à intégrer en 
(109,1) montre que le pôle f’—f doit être contourné par le bas. 
Ceci signifie que la valeur de la fonction IT({) pour £ réel doit 
être interprétée comme sa valeur au bord supérieur de la coupure. 
Utilisant la règle (76,18): 


] 
x +10 


— P = F inô (x), (109,3) 


on trouve pour f réels 
Imll(t)= Im IT (f + i0) = —p (f). (109,4) 


Quant au bord inférieur de la coupure, ImlIl y possède le signe 
inverse, et ReIl est le même pour tous les deux bords. C’est 
pourquoi le saut de la fonction IT ({) sur la coupure sera 


II (£ + i0) — IT (f— 10) = —nip (t). (109,5) 


De ce point de vue la représentation intégrale (109,1), elle-même, 
peut être considérée tout simplement comme la formule de Cauchy 
pour la fonction analytique IT(f). En effet, appliquons la formule 
de Cauchy 

l TI (4°) dt” 
Qni J 4—4 
C 


II (f) — (109,6) 


1 Ainsi, le point k°—0 cest le seuil pour la création de trois (ou d'un 
nombre impair plus grand) photons réels, le point k°-=4m* le seuil pour Ja 
création d'une paire électron-positron, etc. 
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au contour 


© 


(109,7) 


qui contourne la coupure. En supposant IT(f) décroissant assez 
vite à l'infini, l'intégrale le long de la grande circonférence s’an- 
nule et les intégrales le long des bords de la coupure donnent 
la formule suivante (la relation de dispersion) déterminant la fonc- 
tion IT({) d’après sa partie imaginaire: 


(0 = US +50) jp 1 AE HAN at. (109,8) 
0 


it 


Substituant ici (109,4), on obtient (109,1)!. 

Les propriétés analytiques des fonctions @(f) et @(f) coïnci- 
dent avec les propriétés de la fonction IT ({) au moyen de laquelle 
elles s'expriment par les formules simples (102,2) et (101,20). On 
a pour © (f): 


(= (1 +72). (109,9) 


Sur le demi-axe réel ({ > 0), conformément à ce qui a été dit plus 
haut, il faut interpréter £ comme {+i0. La partie imaginaire de 
(t) peut être calculée ensuite à l’aide de (109,3) et (109,4), 
en tenant compte d’ailleurs du fait que d’après (108,6) IT ({)/£ —+ 0 
pour {—0. Il vient alors 


Im D (#)=—An6 (1) + ImIT (1) =— 478 (1)—p(t). (109,10) 


Appliquant maintenant à la fonction @ (ft) la relation de disper- 
sion de la forme (109,8), on obtient pour elle la représentation 
intégrale suivante : 


dt” 


F4 
D()= +4n LES (109,11) 


1 Les relations de dispersion ont été introduites en théorie TA des 
champs par M. Gell-Mann, M. L. Goldberger, W. E. Thirring (1954). 
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On appelle cette formule le développement de Källen-Lehmann 
(G. Källen, 1952; H. Lehmann, 1954). 

Il existe un lien étroit entre la position de la coupure pour Îa 
fonction Æ({) (et par là même, entre sa partie imaginaire sur la 
coupure) d’une part, et la condition d’unitarité pour l’amplitude 
du processus a+b—-c+d représenté par le diagramme (108,4) 
d'autre part (cette réaction est bien sûr purement imaginaire; 
elle ne contredit pas cependant aux lois de conservation, et la 
condition formelle d’unitarité pour elle doit être satisfaite). 

A l'état initial (i) de ce processus il y a deux particules 
«classiques» a et b, et à l’état final deux autres c et d. La con- 
dition d’unitarite (72,2)!: 


la sommation au second membre s’effectue par rapport à tous les 
états physiques «intermédiaires» n. Dans le cas donné ces états 
sont, évidemment, les états des systèmes de paires et de photons 
réels qui peuvent être créés par le photon virtuel k, c’est-à-dire 
justement les états qui figurent dans les éléments de matrice de 
la définition de la fonction p(k°) (102,9). Les amplitudes M}; et 
M;; contiennent respectivement les facteurs ©(k°) et @*(k°), et 
leur différence, la partie imaginaire ImÆ(#°). On voit de cette 
manière que le lien entre l’apparition de la partie imaginaire de 
, connu [de (109,4)], et l’existence des états intermédiaires men- 
tionnés est la conséquence des exigences nécessaires d’unitarité. 

On verra dans la suite qu’il est commode de commencer le 
calcul effectif d’après la théorie des perturbations de la fonction 
(t) [ou ce qui revient au même de la fonction (£)] par le 
calcul de la partie imaginaire de # dans laquelle les expressions 
divergentes n’apparaissent pas. Mais si ensuite on calcule la fonc- 
tion (t) à l’aide de la formule de dispersion de la forme (109,8), 
l'intégrale s’avérera divergente, et il faudra effectuer des opérations 
supplémentaires de soustraction afin de satisfaire aux conditions 
P(0)=—0 et F°(0)—0. Pourtant, on peut effectuer cette soustrac- 
tion sans avoir à opérer avec l’intégrale divergente. Pour cela il 
suffit d’appliquer la relation de dispersion (109,8) non pas à la 
fonction ®(t) elle-même, mais à la fonction @(f)/f2. Alors P (é) 
s’écrira sous la forme: 


ef Im?t) 
O7 rm | (109,13) 


1 Rappelons que les amplitudes T}; ne diffèrent des amplitudes M}; que par 
les facteurs [cf. (65,10)]. 
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Cette intégrale est déjà convergente, et la fonction æ (é) obtenue 
de cette façon satisfait automatiquement aux conditions exigées. 


$S 110. Régularisation des intégrales de Feynman 


Les conditions physiques de la renormalisation considérées au 
paragraphe précédent permettent, en principe, de déterminer d’une 
manière univoque la valeur finie de l’amplitude de tout processus 
électrodynamique en la calculant en n’importe quelle approximation 
de la théorie des perturbations. 

Etudions tout d’abord le caractère des divergences apparais- 
sant dans les intégrales écrites directement d’après les diagrammes 
de Feynman. Les indications importantes à ce propos donne le 
calcul des puissances des 4-impulsions virtuelles figurant dans les 
expressions à intégrer de ces intégrales. 

Considérons le diagramme d'ordre n (c’est-à-dire contenant n 
sommets) ayant NW, lignes externes électroniques et WW, lignes 
photoniques externes. Le nombre N, est pair et les lignes électro- 
niques forment W,/2 suites continues dont chacune commence et 
finit par une extrémité externe. Quant au nombre de lignes élec- 
troniques internes dans chacune de telles suites il est inférieur 
de 1 au nombre de sommets qu'elle contient; c'est pourquoi le 
nombre total de lignes électroniques internes dans le diagramme 


est égal à 


Ne 
5 - 


Une seule ligne photonique entre dans chaque sommet; en N, 
sommets la ligne photonique est externe, et en n—N, sommets 
restants, elle est interne. Comme chaque ligne photonique interne 
relie deux sommets, le nombre total de telles lignes est 


n— N, 
2 


À chaque ligne photonique interne correspond le facteur 
D(&) contenant k à la puissance —2. À chaque ligne électroni- 


1 On dit que la relation de la forme (109,13) est une relation de dispersion 
«à deux soustractions». Le sens du passage à la fonction @ ({)/t*, que l'on 
y utilise, devient surtout évident si l'on écrit (109,13) sous la forme 


: Im P ({')dt’ Im @ ({°) { Imp(«4t) ,, 
pot fete 1 (imp ar + {men | 
0 0 0 


Si l'on désigne la première intégrale («non régularisée») par 9(1), toute 
l'expression au second membre sera égale à 


D) — P (0)— 1P° (0). 
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que interne correspond le facteur G(p) contenant p (pour p° 5 m°) 


à la puissance —1. De cette façon, la puissance globale des 
4-impulsions au dénominateur du diagramme est 
Ne 
2n——N.. 


Quant au nombre d’intégrations (sur d‘p ou d‘k) dans le dia- 
gramme, il est égal au nombre de lignes internes moins le nombre 
de #7—1 conditions supplémentaires imposées aux impulsions vir- 
tuelles (de n lois de conservation aux sommets il y en a une qui 
relie les impulsions des extrémités externes du diagramme). Multi- 
pliant encore par quatre, on obtient le nombre d'intégrations par 
rapport à toutes les composantes des 4-impulsions : 


2(n—N,—N, +02). 


Finalement, la différence entre le nombre d’ intégrations et la 
puissance des impulsions au dénominateur de l'expression à inté- 
grer (désignons-la par r) est à 


T=4—E NN. (110,1) 


Notons que ce nombre ne dépend pas de l’ordre du diagramme n. 

La condition r < 0 pour le diagramme tout entier est en général 
insuffisante pour la convergence de l'intégrale; il est nécessaire 
que les nombres analogues r” soient négatifs également pour les 
sous-diagrammes internes, afin qu’on puisse les séparer du diagramme. 
La présence des sous-diagrammes avec r” > 0 conduirait à leur 
divergence, quoique les intégrations restantes convergent pour 
ces valeurs de 7 même «avec excès». La condition r<0 est 
pourtant suffisante pour la convergence des diagrammes les plus 
simples où n=N,+N., et il n'y a qu'une seule intégration sur d‘p. 

Mais si r > 0, l'intégrale est toujours divergente et le degré 
de divergence n'est pas inférieur à r si le nombre r est pair, 
et n’est pas inférieur à r— 1 si 7 est impair (la diminution du degré 
de divergence de 1 dans le dernier cas est liée au fait que l'intégrale 
des produits d’un nombre impair de 4-vecteurs s’annule pour l’in- 
tégration sur tout le 4-espace). Le degré de divergence peut augmenter 
s’il existe des sous-diagrammes avec r° > 0. 

Notons que puisque N. et N. sont des entiers positifs, il est 
clair de (110,1) qu'il n existe que quelques paires de valeurs de 
ces nombres pour lesquelles r => 0. Montrons les plus simples diagram- 
mes pour chacun de ces types en n excluant d'emblée les cas N,=N,=—0 
(boucles du vide) et N,=0, N,=1 (moyenne du courant dans 
le vide) parce qu'ils n ‘ont pas de sens physique, et les diagrammes 
correspondants doivent être simplement rejetés, comme on l’a déjà 
indiqué au $ 101. Les autres cas sont : 
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en 


DD D 9 À 
r=2 ” 


| 
| k Lt d 


ral 
(110,2) 


Dans le premier de ces cas la divergence est quadratique, dans 
tous les autres (r—0 ou r —1), logarithmique. 

Le diagramme (110,2,d) représente la première correction à 
l'opérateur de sommet. Il doit satisfaire à la condition (108,19) 
qu’on écrira sous la forme: 


u(p) Ar (p, p; O)u(p)=0 pour p°=m!?, (110,3) 


ou 


Désignons l'intégrale de Feynman, écrite directement d’après 
le diagramme, par À*(p.,p,;k). Cette intégrale diverge logarithmi- 
quement et par elle-même elle ne satisfait pas à la condition (110,3). 
Pourtant, on obtient la quantité qui vérifie cette condition en 
formant la différence 


A6 (Pa, Pas )= A(p., Pas k)—A(pi, p3 0)|922mt. (110,5) 


On obtient le terme divergent principal dans l'intégrale A» (p,, p,: k) 
si l’on compte la 4-impulsion du photon virtuel f dans l'expression 
à intégrer comme une quantité aussi grande qu'on veut. Il est de 
la forme !: 
: a | V'ÉvtPV, d'f 

ane | FER Cny 
et ne dépend pas des valeurs de 4-impulsions des lignes externes. 
C'est pourquoi dans la différence (110,5) la divergence se réduit 
et l’on obtient une quantité finie. Une telle opération de l’élimi- 
nation des divergences par soustraction est appelée la régularisa- 
tion de l'intégrale. 


1 L'expression complète de l'intégrale est donnée au $ 115 [cf. (115,2)]. 
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Soulignons que la possibilité de la régularisation de l’intégrale 
Am(p., P,; k) par une seule soustraction est assurée par le fait 
que dans ce cas la divergence est seulement logarithmique. c’est-à- 
dire la moins forte de toutes les divergences possibles. Si l’intégrale 
contenait les divergences de différents ordres, une seule soustrac- 
tion pour k= 0 pourrait être insuffisante pour l’élimination de tous 
les termes divergents. 

Après avoir déterminé la correction du premier ordre pour l# 
(c'est-à-dire le premier terme du développement de A+) la correc- 
tion du premier ordre pour le propagateur électronique [diagramme 
(110,2,a)] peut être calculée au moyen de l'identité de Ward (106,8) 
qu'on peut récrire également sous la forme: 


(o) 
ER = a (p, p: 0) (110,6) 


en introduisant l’opérateur de masse o# à la place de $, et Ar à 
la place de Tr. Cette équation doit être intégrée avec la condition 
à la limite 

u(p)#(p)u(p)=0 pour p°=m!, (110,7) 
qui s'ensuit de (108,20). 

Enfin, pour calculer le premier terme du développement de 
l'opérateur de polarisation, adressons-nous à l'identité (106,14); 
après la simplification suivant deux paires d'indices, elle donne 
l'équation : 

3 #p 
In EE — 2Ÿ 


: | s ; ] 
qui relie les fonctions scalaires P=- PL et #— Si. Toutes les 


deux fonctions ne dépendent que de la variable k?, scalaire elle 
aussi, on obtient donc 


2 P (+ (E)= TS (E), (110,8) 


où les primes signifient la dérivation sur k°. En vertu de la con- 
dition 7’ (0)=0 il est bien clair de cette équation qu'il doit être 


également : 
(0) = 0. (110,9) 
En première approximation de la théorie des perturbations $ (£°) 
est déterminé par le diagramme (110,2,e) (avec les 4-impulsions 
des extrémités k, k, 0, 0). L'intégrale de Feynman correspondant 
[désignons-la par # (k*)] diverge logarithmiquement, et sa régulari- 
sation s'effectue par une seule soustraction d’après la condition 
(110,9) : 


P(A)=P(k)—F (0). 
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Après cela @(k°) se détermine en résolvant l’équation (110,8) avec 
les conditions aux limites ? (0) —0 et °(0) = 0. 
A l'approximation suivante de la théorie des perturba- 


tions la correction à l'opérateur de sommet (A) se détermine 
par les diagrammes (104,10,c-i). Les diagrammes irréductibles 
(104,10,d-f) se calculent par la même régularisation des intégrales 
au moyen d’une seule soustraction, conformément à (110,5), tout 
comme dans le cas du calcul de la correction de la première appro- 


ximation A{?. Dans les diagrammes réductibles, on remplace d'emblée 
les parties d'energie propre et les parties de sommet d'ordre plus 
bas qu’ils contiennent par les quantités en première approximation 
(F2, 4%, AÛ?) déjà connues (régularisées), après quoi on régula- 
rise de nouveau les intégrales obtenues conformément à (110,5)1. 
Les corrections F% et 4#!° peuvent être ensuite calculées à l’aide 
des équations (110,6) et (110,8). 

Le processus systématique décrit plus haut permet en principe 
d'obtenir les expressions finies pour , # et A, en n'importe 
quelle approximation de la théorie des perturbations. Par-là devient 
possible également le calcul des amplitudes des processus physiques 
de diffusion, qui se décrivent par les diagrammes dans lesquels les 
sous-diagrammes ©, #, À, entrent comme des parties composantes. 

On voit de cette façon que les conditions physiques établies 
plus haut ($ 109) s'avèrent suffisantes pour la régularisation uni- 
voque de tous les diagrammes de Feynman qu'on rencontre 
en théorie. Ce fait représente une propriété de l’électrodynami- 
que quantique nullement triviale et porte le nom de renormalisabi- 
lité®. 

Pour le calcul effectif des corrections radiatives le procédé dé- 
crit plus haut peut pourtant s'avérer loin d'être le plus simple et 
rationnel. Dans le chapitre suivant on verra, en particulier, qu’il 
est rationnel de commencer par le calcul de la partie imaginaire 
des quantités correspondantes; ces parties s'expriment par les 
intégrales ne contenant pas de divergences. La quantité au total 
se détermine ensuite au moyen du prolongement analytique à l’aide 
des relations de dispersion. Par cela même il s'avère possible d'éviter 
les calculs volumineux exigés pour la régularisation directe au 
moyen des soustractions. 


1 Dans les Re des approximations encore plus elevées il peut 
s'avérer indispensable de remplacer d'avance par les valeurs régularisées égale- 
ment les sous-diagrammes Æ$ à quatre extrémités. 

? L’argumentation mathématiquement rigoureuse de la théorie des renor- 
malisations en électrodynamique quantique est donnée dans le livre : .Bogolioubov, 
D. Chirkov, Introduction à la théorie quantique des champs, Gostekhizadt, 
Moscou, 1957 (Dunod, Paris, 1960). 


CHAPITRE XII 
CORRECTIONS RADIATIVES 


$S 111. Calcul de l’opérateur de polarisation 


En abordant le calcul effectif des corrections radiatives, com- 
mençons par le calcul de l’opérateur de polarisation (J. Schwinger, 
1949 ; R. Feynman, 1949). En première approximation de la théorie 
des perturbations il s'exprime par une boucle dans le diagramme 


<- KT >< > (111,1) 


Comme il a été déjà noté, le problème devient plus simple si l'on 
commence par le calcul de la partie imaginaire de la fonction 
cherchée. Ce calcul, à son tour, s'effectue de la façon la plus com- 
mode à l’aide de la relation d’unitarité. Dans ce cas on considère 
les lignes du photon virtuel comme correspondant à une particule 
fictive « réelle »— à un boson vectoriel de masse M°=— k*° qui interagit 
avec un électron suivant la même loi qu’un photon. Par cela même 
(111,1) devient le diagramme d’un processus «réel», ce qui justifie 
l'application à ce diagramme de la condition d'unitarité. 

De cette façon, on considère (111,1) comme un diagramme pour 
l'amplitude de la transition du boson en lui-même (élément diago- 
nal de la matrice S) par l'intermédiaire de la désintégration en 
une paire électron-positron. Les croix sur le diagramme (111,1) 
indiquent les lignes où il doit être coupé en deux parties de façon 
à indiquer l’état intermédiaire qui intervient dans la relation d’uni- 
tarité. Cet etat contient un électron de 4-impulsion p_ = p et un posi- 
tron de p, = — (p—k). 

La relation d’unitarité avec un état intermédiaire à deux par- 
licules (72,4), pour des états initial et final coïncidents, donne: 


2ImM,,— ne a 2 SIM F do. (111,2) 
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Ici l'amplitude M, construite d’après le diagramme (111,1), est : 


iM;= Ve, Vire, ©, (111,3) 


e, étant le 4-vecteur polarisation du boson; conformément à (14,13), 
il satisfait à l'équation: 
e, kr = 0. 


Quant à l’amplitude M,, il lui correspond le diagramme de la 
désintégration du boson en une paire: 


1k 
! 


P. P, 
L'expression correspondante est 


M; =—eV äne,jr, j=u(p_)yu(—p,). (111,4) 
Portant (111,3-4) dans (111,2), on obtient 


2e, 1m pr = € LPI > jjee,, (111,5) 
=p_=—p,ete=e,+e_—2e, étant les impulsions et l'énergie 


totale de la paire dans le référentiel de son centre d'inertie; l’in- 
tégration s'effectue suivant les directions des p, et la sommation, 
par rapport aux polarisations de deux particules. 

Prenons maintenant la moyenne de deux membres de l’équa- 
tion (111,5) par rapport aux polarisations du boson, ce qui se fait 


par la formule : 
a au ] R,k, 
ELEy me 17 Bus 


[cf. plus bas (118,5)]. Tenant compte de la transversalité du ten- 
seur Pret du vecteur jr(ÿr*k,—0, j*k, — 0) et remplaçant Ph = 3, 
on obtient finalement : 


21ms = [Pl 2 | Gi do. (111,6) 


La sommation par rapport aux polarisations s'effectue d’une 
façon habituelle, l'intégration par rapport à do se ramène à la 
multiplication par 4x; il vient finalement : 


= . 8 
21mP=el8lTry, (p-+m) w (5, —m) =—e"t2l(p, p_ + 2m). 
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Introduisons la variable 


t=k=(p;+p_}=2(m+p, p-). (111,7) 
Alors 


et = {, p°=— mt, 


et pour Im on aboutit à la formule: 
{—4m° 


ImP(t)=—<+ ——({+2m), 14m. (111,8) 


La valeur {= 4m* est une valeur de seuil pour la création par 
le photon virtuel d’une paire électron-positron (cf. la note à la 
page 53); à l’approximation considérée de la théorie des perturba- 
tions (en e‘) l’état à une seule paire est le seul qui puisse figu- 
rer en qualité d’un état intermédiaire dans la condition d’unita- 
rité (111,2). Par conséquent, à la même approximation le second 
membre de (111,2) pour £ < 4m* est nul, de sorte que: 


Img(f)=0, £ < 4mi. (111,9) 

Pour cette même raison à l’approximation considérée la coupure 

pour la fonction æ(t) dans le plan des { complexes ne s’étend 

qu'à partir du point {—4m? sur l’axe réel, et ce point doit figu- 

rer en qualité de la borne inférieure dans l'intégrale de disper- 
sion (109,13). De cette façon, on a: 


_ (à C dt° L’— 4m t' +<2m3 
FOR VV = D. (111,10) 


m 


Pour les calculs ultérieurs il est commode d’introduire à la place 
de { une autre variable en la définissant d’après 


{ 1—E) 
a+. (111,11) 
Cette transformation effectue l’application du demi-plan supérieur 
de { complexe sur le demi-cercle de rayon unité dans le demi-plan 
supérieur des ë complexes, comme c’est montré sur la fig. 18 (par 


Fig. 18 


les lignes similaires sont représentes les segments qui se corres- 
pondent dans les deux plans). Alors au domaine non physique 
(0 t/m°< 4) correspond la demi-circonférence £=e"?, 0<q@<1x 
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et aux domaines physiques ({ < 0 et {/m? > 4) les rayons réels gauche 
et droit. 

L'intégrale (111,10) se calcule, d’une façon la plus simple, à 
l’aide de la substitution : 


dLOHER d'_ GENE 


M EE mi Er 
D'abord envisageons le cas { << 0 (dans ce cas le dénominateur ne s’an- 
nule pas dans le domaine d'intégration et on peut omettre le terme 
imaginaire {0). Exprimé en fonction de la variable E, le résultat 
d’integration sera 


PERF ++ (s+s)+ (84e) mel. GiL19 


Le prolongement analytique de cette formule déterminera la fonc- 
tion #(f) dans le domaine {> 4m* aussi: pour cela il faut y 
poser È—]|El|e“* (alors le logarithme donne une contribution à la 
partie imaginaire: Inë=In|Ë|+ix)!. Pour le domaine non physi- 
que il faut poser E—ef? et alors 


P (= {— 2 sin? +—4 +- (2+sin$) pcotg?} s 


{ | 
assin +. (111,13) 


Dans le cas limite des petites valeurs de |{| (c’est-à-dire pour 
E— 1) ces formules donnent : 


a f!° 


P(=—-p, (14m. (111,14) 


Dans le cas contraire des grandes valeurs de |/] (c'est-à-dire 
E — 0) on obtient 


P(H=—Elt|inll, —15 4m, 
FO=gt(na—in), t 5 4m°. 


D'après le sens de la théorie des perturbations les formules 
obtenues ne sont valables que pour F/4n & D1=t/4n. C'est pour- 
quoi la condition d’applicabilité des formules (111,15) sera : 


(111,15) 


& in ei. (111,16) 


1 Le prolongement analytique effectué de cette façon est un prolongement 
comme il se doit sur le bord supérieur de la coupure parce que le demi-cercle dans 
le plan £ correspond justement au demi-plan supérieur de {. 
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$ 112. Corrections radiatives à la loi de Coulomb 


Appliquons les formules oblenues au problème des corrections 
radiatives à la loi de Coulomb. On peut décrire ces corrections d’une 
façon évidente comme la conséquence de la polarisation du vide au 
voisinage d’une charge ponctuelle. 

Si l’on fait abstraction de corrections, le champ d’un centre 
immobile (de charge e,) est donné par le potentiel coulombien scalaire 
D—A@=—e,/r. Les composantes de son développement de Fourier 
tridimensionnel sont : 


D(k)= AS (k)= 4. 


Compte tenu des corrections radiatives, ce champ est remplacé par 
un «champ efficace » : 
à 


AP = AN+ D, TE AO=AN+EPD AN (112,1) 


[cf. (101,15)]. Le deuxième terme donne le supplément cherché au 
potentiel scalaire. En première approximation de la théorie des 
perturbations, il faut prendre pour @(k°) l'expression obtenue au 
paragraphe précédent, et la fonction 2 (k°) doit être remplacée par 
son approximation d'ordre zero 


D(E)RDE)=—T. 
De cette façon, la correction radiative au potentiel du champ est 


4 n 
D (k)=— ns P (— He). (112,2) 
Pour déterminer la forme de cette correction en représentation 
des coordonnées il faut effectuer la transformation inverse de Fou- 
rier 
. d‘k 
8O(r)— | e*"50 (4) TR (112,3) 
6D(k) ne dépendant que de {——k°, en effectuant l’intégration 
par rapport aux angles, on obtient 


80 ()= 7 | 5® CN y 1) = 
0 


Ï hf à 
= Im EC (— y°) efv y dy 
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(dans cette dernière transformation on s'est servi du fait que l’ex- 
pression à intégrer est une fonction paire de y=W —t). Maintenant 
on peut déplacer le contour d’intégration dans le demi-plan supé- 
rieur de la variable complexe y en le faisant coïncider avec la 


@ 


2im 


Fig. 19 


coupure pour la fonction ®(—y*) (fig. 19). Cette coupure com- 
mence au point 2im et se prolonge vers le haut suivant l'axe 
imaginaire (notons qu’à la feuille physique correspond le bord 
gauche de la coupure). Introduisant à la place de y une nouvelle 
Variable conformément à y—ix, on obtient : 


ÔO (r) = — 5 [im ÔO (x°)e-"* x dx. 


2r?r 
Enfin, revenant à l’intégration sur {= x° on a: 


6 (r) = ( Imô@(t)e-r"T dt. (112,4) 


ami 


nn r 
On prend la partie imaginaire 
Im 80 (#)=— + Im ? (#) 


de (111,8), et après avoir fait le changement de variable évident, 
on obtient 


D (r)=<-+ 60 (r) — 


2h Fa eme (1 +) PET a | (112,5) 


(E. Uehling, R. Serber, 1935). 
L'intégrale figurant ici peut être calculée dans deux cas limites. 
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Considérons avant tout les petites valeurs de r(mr<£1). Séparons 
l'intégrale du premier terme dans les parenthèses en deux : 


p= (e-2ns VE |..d + …dé=l +1, 
I | & 


&, étant choisi de sorte que 1/mr St, > 1. Ceci etant, dans la pre- 
mière intégrale on peut poser r —0. alors 


L; = | L li In 26, — 1. 


Œ 


Dans 7, on peut, au contraire, négliger l'unité sous le radical: 
L& \ e-2mr; £ = —Inb.e-2mre + Omr [e-2mx In & dé. 
ti | a 
Dans l’exposante et la borne inférieure de l’intégrale on peut poser 
6, =0. Effectuant ensuite le changement de variable 2mrê = x, on 
obtient 


1,= — In 2, + In + | e”*Inxdx= —In2£, +in ——C, 
0 
où C—0,577... est la constante d’Euler. Quant à l'intégrale du 
deuxième terme dans (112,5), on peut y poser immédiatement r = 0: 


Lorsqu'on additionne ces trois intégrales, le nombre auxiliaire Ë, 
disparaît et on obtient : 
2 l 5 l 
®(r=* | +E(na—-c—+)|, r<—. (112,6) 


=: 

Pour mr 1 dans l'intégrale est essentiel le domaine &—1 — 
= 1/mr € 1. Par le changement de variable € — 1 + E et les transforma- 
tions appropriées, l’intégrale se réduit à la suivante: 


[-.) 
=0mr À y=2mr3 3 1/9E — 3 a 'e-2mr 
e \ e D V/ 2E dE Star) À Vre | 


Ainsi, dans ce cas! | 
4 net ss À 


1 L'origine du facteur e—*#7 dans 6© (r) est évidente de la forme même de 
l'intégrale initiale (112,4): pour les grandes valeurs de r y sont essentielles les 
valeurs de f au voisinage de la borne inférieure. En d’autres termes, l’exposant du 
facteur exponentiel est déterminé par la position de la première singularité de la 
fonction OO (4). 
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On voit que la polarisation du vide affecte le champ coulombien 
d’une charge ponctuelle dans le domaine r = 1/m(— h/mc), m étant 
la masse de l’électron. En dehors de ce domaine la déformation du 
champ décroît selon la loi exponentielle. 

Faisons encore une remarque de caractère général. On sous-enten- 
dait jusqu'à présent que les corrections radiatives étaient dues à 
l'interaction du champ de photons avec le champ d'’électron-positron. 
Ainsi, en attribuant aux électrons les boucles fermées internes dans 
les diagrammes d'énergie propre du photon, on prenait ainsi en compte 
l'interaction du photon avec le «vide d'électrons». Mais le photon 
interagit également avec les champs d’autres particules; l’inte- 
raction avec les «vides» de ces champs se décrit par les diagrammes 
d'énergie propre similaires, dans lesquels les boucles internes sont 
attribuées aux particules correspondantes. Les contributions de tels 
diagrammes diffèrent, en ordre de grandeur, des contributions des 
diagrammes électroniques par certaines puissances du rapport m,/m, 
m étant la masse de la particule donnée et m, la masse de l’électron. 

Les particules, dont les masses sont voisines de celle de l’électron, 
sont les muons et les pions. Numériquement les rapports m,/m, et 

m,/m, sont voisins de &. C’est pourquoi il faut tenir compte des Cor- 
to radiatives dues à ces particules concurremment aux correc- 
tions électroniques d'ordres suivants. Mais si pour les muons le calcul 
des corrections radiatives à l’aide de la théorie actuelle est, en prin- 
cipe, admissible, pour les pions (qui sont des particules à interaction 
forte) cela est impossible. 

Cette circonstante limite, en principe, la possibilité des calculs 
exacts des effets concrets en électrodynamique quantique actuelle. 
La considération des corrections dues à une seule interaction 
photon-électron, en approximations si élevées que l'on veut, ne 
donnerait qu’une précision illusoire. 

Les corrections radiatives à la loi de Coulomb considérées dans 
ce paragraphe s'étendent, comme on l’a vu, sur le domaine des 
distances r<1/m.. Maintenant on peut ajouter que les formules 
obtenues deviennent insuffisantes pour les distances r < 1/m, (ou 1/m.) 
où deviennent importants également les effets de la polarisation du 
vide des autres particules. 


$ 113. Calcul de la partie imaginaire de l'opérateur 
de polarisation d’après l'intégrale de Feynman 
Si l’on effectuait le calcul direct d’après le diagramme [boucle 
sur le diagramme (111, 1)]. l’opérateur de polarisation serait donné, 
en première approximation de la théorie des perturbations, par 
l'intégrale 


A \Tr vG (p) VG(p—R ES SA (113,1) 
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Pourtant, cette intégrale, étendue sur tout l’espace p quadridimension- 
nel, diverge quadratiquement et pour obtenir le résultat fini, il faudrait 
effectuer sa régularisation selon les règles décrites au $ 110. 

Nous n’allons pas reproduire ici complètement une telle déduction, 
mais nous montrerons le procédé par lequel on peut calculer d’après 
l'intégrale (113,1)la partie imaginaire de l'opérateur de polarisation 
(qui a été déjà déterminée au $ 111 à l’aide de la condition d’uni- 
tarité) ; cette déduction contient certains moments assez instructifs. 

La partie imaginaire de l'intégrale (113,1) ne renferme pas de 
divergences et n’exige pas donc de régularisation. Pour la fonction 


scalaire Im 5 =+ Im, on a 


Lo. f. 4e Trye(p+m)y,(p—Rk+m) | 
Den LE ET nt] Et et 1 1 


Après avoir calculé la trace, l’intégrale prend la forme: 


2) — ip (p) d'p 
ImP)e(rote om (132) 


q(P) = (2m°+ pk — p°). 


Soit #25 0. Passons au système de référence où *—(k,, 0). Dans 
ce système : 
(P—RŸ = (Po — ko) — P°. 
Introduisant également la notation eV p°+m® (e ne coïncide pas 
Le l'« énergie» de l'électron virtuel p,!), récrivons (113,2) sous la 
orme : 


? k2 _ d' d ; Sn Pop __ » 
(k°) \ P À Po Cha #-i0) 1(Do — ko) — € + 10] (113,3) 


2e° na a n 
P (Por P)= 355 (M° + € + Poko — Pi). 
L'expression à intégrer possède 4 pôles par rapport à la variable p : 


a) Po = 8—i0, a’) p,=—e+i0, 
b) ps = ko—e + i0, D”) Po = Ro + E—i0. 


La fig. 20 montre la disposition de ces pôles ; pour fixer les idées 
admettons que À, > 0 (le résultat final est la fonction de ki et ne 
dépend pas du signe de k,). Calculons le saut que la fonction (4) 
subit sur la coupure dans le plan de la variable complexe f{ — k° — ki 
ou, ce qui revient au même, sur l’axe réel dans le plan de k, 
complexe. La partie réelle de la fonction #({) est continue sur la 
coupure, de sorte que, le saut est 


AP(1)= ilmP(t). (113,4) 
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Montrons avant tout comment on peut établir la position de 
la coupure d’après la forme de l’intégrale. Désignons l’intégrale 
interne dans (113,3) (intégrale sur dp,) par Z(p,k.). Tant que les 
pôles supérieurs et inférieurs sur la fig. 20 se trouvent aux distances 


@) ’ b RE 


[À r 
e 4 
a — 
/ e e 
/ b 
æp 
>" 
Fig. 20 


finies les uns des autres, le chemin d'intégration par rapport à p, 
peut être éloigné des pôles (ligne pointillée sur la figure). Il est 
évident, donc, que dans ce cas l'intégrale 7 (p, k,) ne change pas 
pour un déplacement infinitésimal des pôles b et b” vers le haut ou 
vers le bas de l’axe réel, c’est-à-dire pour k,—+k,—+iô, ô—0. En 
d’autres termes, les valeurs de / (p, k,), quand À, tend vers sa valeur 
réelle du haut ou du bas, seront les mêmes, de sorte que /(p,k,) 
ne contribuera pas au saut A®. La situation ne changera que si deux 
pôles (pour k, > 0 il peut s'agir des pôles a et b) se trouvent juste- 
ment l’un au-dessous de l’autre, de sorte que le contour d’intégra- 
tion se trouve «serre» entre eux et ne peut pas être éloigné. De cette 
facon, le saut A 0 seulement dans le cas où quelque part dans le 
domaine d'intégration sur d‘p la condition k,—e—e pourra être 
vérifiée, c’est-à-dire k,— 2e —2}/ p*+m:. Il est évident que pour 
qu’il en soit ainsi, on doit avoir À, 2m, c'est-à-dire {=> 4m°1. 
Récrivons l'intégrale / (p, k,) sous la forme: 


Ip, k)=\ —"? Pr P)dpo_ 113,5 
\P ) : (p6 — E*) [(Po — ko)° —E*] ) 
en omettant les termes :0 au dénominateur et en modifiant en consé- 
quence le contour d'intégration C comme il est montré sur la fig. 
21. On voit que l'apparition du saut AP ({) est liée à l'impossibilité 


1 D'une façon analogue. on peut s'assurer de l'absence de la coupure pour 
t—k* < 0. En choisissant dans ce cas le système de référence où k=(0, À), on 
trouve que Ics pôles de l'expression à intégrer correspondent aux valeurs 


Po=+(e—i0), po=+(V(p—R}+mi—i0). 


Les deux pôles inférieurs se trouvent toujours dans le demi-plan droit de p, et les 
deux pôles supérieurs, dans Ice demi-plan gauche, de sorte qu'aucune paire de 
pôles ne peut se trouver l’une à côté de l’autre. 
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d’éloigner le contour du pôle a (quand le contour se trouve serré entre 
a et b). Tenant compte de cela, remplaçons le contour C par le contour 
C’ qui passe au-dessous du point a en ajoutant l'intégrale le long 
de la petite circonférence tracée autour de ce point (fig. 21, b). 
Après cela le contour C” pourra toujours être éloigné des pôles sans 


a b ®, 
a) C A 


a' b é 
D Ci — 9 — 
Fig. 21 


difficultés de façon que l'intégration le long de ce contour ne 
contribue qu’à la partie régulière de la fonction æ(f). Quant à la 
détermination du saut cherché, il suffit, à cette fin, de ne con- 
sidérer que l'intégrale le long de la circonférence C”, ce qui se 
réduit au calcul du résidu au pôle a. Cette opération peut être 
réalisée par substitution dans l'expression à intégrer : 


I 
po — €° 


—+ —Qniô (p—E€°) (113,6) 


(le signe moins signifie que la circonférence autour du pôle est 
parcourue en sens négatif). Avec cela, il ne faut tenir compte 
dans l’argument de la fonction ô que de la racine p,= +æe (on ne 
contourne que le pôle a, et non pas a’); on en tiendra automatiquement 
compte si l’on convient de n’étendre l'intégration que sur la moitié 
de l’espace d’impulsions quadridimensionnel : p, > 0. 

Après la substitution (113,6) le saut de l’intégrale 7 (p, k,) se 
calcule directement : 


AT={1(p, kR+iô)—1(p, k,—iô)}s - +0= 


r 2 2 | 
= —27i (6 (p$ — E°) 1® (Po; P) — 
0 


l 
Et) 


En se servant de l'égalité 


l 


FTP pe 


| 
m—=pj=e ind [ko — po) —€°] 
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[cf. (109,3)], on obtient 


AI = à (2ni)® | 6 (pà—e?) 6 [ko — ps) — 219 (po, P) dps. 
0 
On peut récrire les arguments des fonctions 6 sous la forme invarian- 
te en en retranchant et en y ajoutant p:°: 


po—e=pt—m,  (kR—p)—E = (k—p} —mi. 
Après cela, on trouve définitivement 


AP(k)=iQni) | d'p-p(p)5(p°—m)8[(p—k}—m]. (113,7) 
Po > 0 

Vu la présence des fonctions 6, l'intégration ne s'étend, en fait, 

que sur le domaine de l’intersection des hypersurfaces 


p°=m,  (p—RkR} = mi. (113,8) 


Dans ce domaine tous les 4-vecteurs p étant du genre temps, la 
condition d'intégration par rapport à p, > 0 est de caractère inva- 
riant (la cavité supérieure du cône p*°= m*). 

Comparons (113,7) avec la formule initiale (113,2). On voit que 
le saut de la fonction # ({) sur la coupure dans le plan { peut être 
obtenu si dans l'intégrale de Feynman initiale on effectue la 
substitution 


l . a 2 
eo —" — 20 (p° —m°) (113,9) 


dans les propagateurs correspondant aux lignes de la boucle coupées 
sur le diagramme (111,1) (S. Mandelstam, 1958; R. Cutkosky, 1960). 

Remarquons que les conditions (113,8) séparent un domaine 
de l’espace d’impulsions, où les lignes des particules virtuelles 
sur le diagramme correspondent aux particules réelles (ou comme 
on dit les 4-impulsions p et p—k se trouvent sur la surface 
de masse). Ici apparaît clairement Île lien avec la méthode de 
la relation d'unitarité, dans laquelle les mêmes lignes ont été 
remplacées par les lignes des particules réelles de l’état intermé- 
diaire. 

On voit également la cause mathématique de l’absence de diver- 
gence dans la partie imaginaire du diagramme: on la détermine 
par l'intégration étendue au domaine fini de la surface de masse 
au lieu de l'intégration étendue à tout le 4-espace d’impulsions 
infini dans l’intégrale de Feynman initiale. 

Maintenant pour obtenir à partir de (113,7) la formule déduite 
au $ 111 revenons au système de référence où Æ—0 et effectuons 
l'intégration par rapport à 


d'p=|p|e de dp, do. 
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L'intégration se réduit à l'élimination des fonctions 6. On a: 
Ô (p° —m°) dp, = 8(pè—€°) dp, — ze 6 (po —€) dPys 
et ensuite la deuxième fonction 6: 
Ô [(p —k)° —m*] de — 6 [(p, —k,)° —e*] de — 
= 5 (—2ek, + #3) de — = 6 (e—+) de. 
Finalement on obtient 


ar D=— ET VE ot pd, (113,10) 
où {—k®—#k?, et la valeur de la fonction q est prise pour 
ko ns M: 
Po : PEER CMP, 


c'est-à-dire qu'elle est égale à 
PE, p)=3 (2m° +1) 


et ne dépend pas de l'angle. C'est pourquoi l'intégration par rap- 
port à do se réduit à la multiplication par 4x et l’on revient 
à (111,8). 

Dans la déduction exposée le seul fait important consiste en ce 
que le diagramme est divisé en deux parties en coupant deux lignes 
seulement. C'est pourquoi la règle formulée reste valable aussi pour 
les diagrammes, composés de deux sous-diagrammes quelconques, 
reliés par deux lignes (électroniques ou photoniques). L'intégrale 
calculée à l’aide de la substitution (113,9) déterminera alors la 
contribution à la partie imaginaire de diagramme, qui dans la 
méthode de la relation d’unitarité est liée à l’état intermédiaire 
à deux particules correspondant. 


$ 114. Facteurs de forme électromagnétiques de l’électron 


Considérons l’opérateur de sommet Tr—T#(p,, p,: k) dans le 
cas où deux lignes électroniques sont externes, et la ligne photonique 
interne. Aux lignes électroniques externes correspondent les facteurs 
u,=ut(p,) et u.=ut(p,), de sorte que F figure dans l'expression 
du diagramme sous forme d’un produit 


ji = u,Tru,. (114,1) 


Comme il a été déjà noté au $ 109 il représente le courant de 
transition d'électrons compte tenu des corrections radiatives. Les 
exigences de l’invariance relativiste et de jauge permettent d'établir 
la forme générale de la structure matricielle de ce courant. 
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L'opérateur d'interaction électromagnétique V-:e(jA) est un 
vrai scalaire (et non pas un pseudoscalaire), ce qui exprime la 
conservation de la parité spatiale dans ces interactions. C’est pourquoi 
le courant de transition j,;, est un vrai 4-vecteur (et non pas un 
pseudovecteur). Il ne peut s'exprimer par conséquent qu’au moyen 
des 4-vecteurs vrais eux aussi, composés de deux 4-vecteurs p, et p. 
(le troisième k=— p.,—p,) et des bispineurs u, et u, qui sont à notre 
disposition. De tels 4-vecteurs indépendants, bilinéaires par rapport 
à u, et u,, il n'y en a que trois: 


usyui,  (usu;)ps, (u.u;)pe, 
ou, ce qui revient au même : 


U,YUs, (u,u,) P,  (uu,)k, (114,2) 
où P=p,+p.. Mais la condition de l’invariance de jauge exige la 


transversalité du courant de transition vers la 4-impulsion du 
photon £: 


Cette condition est vérifée par les deux premiers des 4-vecteurs (114,2): 
le premier en vertu des équations de Dirac 


Le 


(p,—m)u, =0, u,(p.—m)=0, (114,4) 


et le second, parce que Pk=— 0. Le courant j,; se représente par une 
combinaison linéaire de ces deux 4-vecteurs : 


= fi (aus) Pr + f, (u,veu), 


f, et f, étant les fonctions invariantes: on les appelle les facteurs 
de forme électromagnétiques de l’électron. 

Les 4-impulsions p, et p, se rapportant à l’électron libre, on 
a p°—pi—m*. Avec trois 4-vecteurs p,, p,, k (lies par la relation 
k= p,—p,) cn ne peut former qu’une seule variable scalaire indépen- 
dante; on chcisira comme telle À. Alors les facteurs de forme 
seront les fonctions de £k:. 

L'expression pour le courant peut être représentée sous d’autres 
formes, avec un autre choix de deux termes indépendants. Utili- 
sant les équations (114,4) et les règles de commutation des matri- 
ces y il est aise de s’assurer que 


(u.ovvu,)k, = —2m (u,yeu,) + (u.u,) Pr, (114,5) 


où ok — ré vyt). Le coefficient d’un tel terme possède, comme 
on le verra, le sens physique important, c’est pourquoi on écrira 


Pr pef (A5) — 5 8 (HF) PR, (114,6) 
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f et g étant deux autres facteurs de forme; le sens de séparation 
du facteur mm sera éclairé plus bas!. Pour abréger, on écrit 


l'opérateur de sommet à la place du ds en sous-entendant qu'il 
doit être pris «entre les facteurs» u, ... 

Pour établir les propriétés des Heure de forme, considérons 
le diagramme (108,16) du processus de l’interaction de l’électron 
avec le champ extérieur. L’amplitude de diffusion qui lui corres- 
pond est 


M,;=— ej};1} (k), (114,7) 


A étant le champ extérieur efficace (compte tenu de la polarisa- 
tion du vide). 

L'amplitude (114,7) décrit deux canaux de la réaction. Dans 
le canal de diffusion la variable invariante est 


t=R=(p;—p,}< 0. 


Remplaçant p,—p_, p,——p,, on passe au canal d’annihilation 
qui correspond à la création d’une paire de 4-impulsions p_ et p.. 
Dans ce canal: 


t=(p-+p.) 2 4m. 


Quant au domaine des valeurs 0 < { < 4m:, il est non physique. 

Passons à la condition d'’unitarite (109,12). Dans le canal de 
diffusion ({ < 0) il n’y a pas dans ce cas des états intermédiaires 
physiques: un seul électron libre ne peut pas changer son impul- 
sion ou créer d’autres particules quelconques. Il n° y en a pas non 
plus dans le domaine non physique. C’est pourquoi, pour { < 4m: 
le second membre de l'égalité (109,12) est nul, donc la matrice 
T,; (ou ce qui revient au même, M},;) est hermitienne: 


La permutation des états initial et final signifie la permutation 
de p, et p, et par cela même le remplacement R——4#4. Représentant 
M,; sous la forme (114,7) on a 


JL (R) = fé AL (—R). 


Mais A4 (— k) —.4()° (k); il s'ensuit que la matrice des courants 
de transition est hermitienne elle aussi: 


Îni = li pour À < 4m. (114,8) 


1 Pour éviter toute ambiguité, rappelons que dans (114.6) k est supposé 
être la 4-impulsion de la ligne photonique entrant au sommet ; pour une ligne 
sortante, le signe du deuxième terme serait inverse. 
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Utilisant les propriétés des matrices y (21,7) il est aisé de s’as- 
surer que 


(u,yu) 7 (u,vru.)*, 
(u,ovu,) = — (u,ovu.). 


C'est pourquoi j;; ne diffère de j,; que par le remplacement des 
fonctions f(f) et g(t) par leurs conjuguées complexes. I] résulte 
alors de (114,8) que ces fonctions sont réelles. De cette façon, 


Imf(t)=Img({)=0 pour t < 4m. (114,9) 


Quant au canal d’annihilation ({ > 4m’), l'état f y est une paire 
qui peut se transformer en une paire avec d’autres impulsions 
(diffusion élastique) ou en un système quelconque plus compliqué. 
C'est pourquoi le second membre de la condition d’unitarité y est 
différent de zéro, la matrice M}; (et par suite, j,; elle aussi) n'est 
pas hermitienne, et donc. les facteurs de forme sont complexes. 

Les propriétés analytiques des fonctions f(f) et g(f) sont tout 
à fait analogues aux propriétés de la fonction # ({f), considérées au 
$ 109 (quoi qu'il soit assez difficile de le démontrer d’une façon 
aussi directe). Ces fonctions sont analytiques dans le plan com- 
plexe {, coupé suivant l’axe réel positif / > 4m°, et de plus 


PO=F(E), 80 =2g(). 


La condition de renormalisation (108,19) appliquée à l’opérateur 
de sommet (114,6) conduit à l'exigence 


F(0)= 1. (114,10) 


Pour tenir compte automatiquement de cette condition (lors du cal- 
cul de la fonction f(£) d’après sa partie imaginaire), il faut appli- 
quer la relation de dispersion de la forme (109,8) non pas à la 
fonction f(f) elle-même, mais à (/—1}/f. Alors on obtient la rela- 
tion de dispersion «à une seule soustraction » : 


Ce (  Imfé) 
Ft)—1=<4 | ro dt (114,11) 


4m 
Quant au facteur de forme gif), aucune valeur ne lui est 


imposée d'avance par les exigences physiques. C’est pourquoi pour 
g(t) la relation de dispersion s'écrit «sans soustractions »: 


_ | ° Img({”) ; 


4m! 
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La valeur g(0) a un sens physique important: elle donne la 
correction au moment magnétique de l’électron. Pour nous en assurer, 
considérons la diffusion de l’électron non relativiste par un champ 
magnétique constant qui varie lentement dans l’espace. 

Le terme de l’amplitude de diffusion (114,7), lié au facteur 
de forme g(k’), a la forme: 


ôM,;,— — g (k°) (u.orvu,) 2, A (k). (114,13) 


Pour un champ purement magnétique Ar (0, 4); le fait que le 
champ est constant dans le temps signifie que le 4-vecteur kr :-: (0, k) 
alors qu'à la variation lente du champ dans l’espace correspondent 
les petites valeurs de k (anticipant le passage ultérieur à la limite 
kR—-0, écrivons dans (114,13) A‘ à la place de .{/* efficace). 
Développant l’expression (114,13) et l’exprimant au moyen des quan- 
tites tridimensionnelles, on obtient 


ôM};= 5 g(—k°)(uZu,)ik x Ar, 


où Z est la matrice (21,21). Remplaçons le produit ik x A, par le 
champ magnétique #4, après quoi on peut passer à la limite k—- 0. 
Enfin, introduisant les amplitudes spinorielles non relativistes w, 
et w, conformément à (23,12): 


u, Vi 0, u=Vm(t), 
on obtient en définitive 


ôM,, = 8 (0) H: .2m (wiow,). (114,14) 


Comparons cette expression avec l’amplitude de diffusion par le 
champ électrique constant de potentiel scalaire ®, : 
M,,=—e(u.vu,) Dr = —eDs -2m (w;w,). 


On voit qu’à l’électron dans un champ magnétique on peut attri- 
buer l'énergie potentielle supplémentaire 


— 5 (0) of. 
Cela signifie que l’électron possède un moment magnétique «anomal » 
, eh 
= 2 (0) (114,15) 


(unités ordinaires) en plus du moment magnétique «normal» de 
Dirac eh/2mc. 
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$ 115. Calcul des facteurs de forme de l’électron 


Passons au calcul effectif des facteurs de forme de l’électron 
(J. Schwinger, 1949). 

À l’approximation d'ordre zéro de la théorie des perturbations 
l'opérateur de sommet [= y", c’est-à-dire les facteurs de forme de 
l'électron 


Î = , g—0. 


La première correction radiative aux facteurs de forme se détermine 
par le diagramme sommet 


(115,1) 


(à deux extrémités électroniques réelles et une extrémité photonique 
virtuelle). On commencera par le calcul des parties imaginaires des 
facteurs de forme. Comme il a été démontré au paragraphe précé- 
dent, elles ne sont différentes de zéro que dans le canal d’annihi- 
lation (k° > 4m°); en conséquence, les 4-impulsions des extrémités 
électroniques dans le diagramme (115,1) correspondent à l’électron 
et au positron créés et sont désignées par p_ et —p,. Le diagram- 
me (115,1) a pour expression analytique : 


— ieu (p_) Tru (— p,)=(— ie} u(p_) v'i \ G(p)v*G(p—k) x 


’ d'p 
XVD,, 0) os (115,2) 
ou, sous une forme développée, 
l ” ] di 
PEU) sg) one, = | RÉ, (115,3) 


où l'on a désigné 


_ @Y(PHEM VE (p—É + mIV, (115,4) 


œF (p) — An (p_ —p}° 
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et, pour abréger, on a omis les facteurs u(p_) ... u(p,); il est 
sous-entendu dans la suite de l’exposé que les deux membres de 
l'égalité sont pris «entre ces facteurs ». 

La ligne pointillée horizontale tracée sur le diagramme (115,1) 
le coupe en deux parties de sorte à montrer l'état intermédiaire 
qui figurerait dans le calcul de la partie imaginaire du facteur de 
forme d'après la condition d'unitarité: c’est un état d’une paire 
électron-positron à impulsions différentes de p_ et p,. Cette même 
séparation montre où dans l'intégrale (115,2) on doit effectuer le 
remplacement des facteurs de pôle si l’on effectue le calcul d’après 
la règle (113,9) [dans (115,3) ces facteurs sont séparés dans l’expres- 
sion à intégrer]. 

L'intégrale de (115,3) est de la même forme que celle de (113,2). 
C'est pourquoi on peut tout de suite écrire le résultat de la trans- 
formation sous la forme (113,10) en omettant des étapes intermédiaires 


2 Im f (0 — ok, Img (= 5 TE | q (p) dos (115,5) 


où {—k?; l'intégration s'effectue suivant la direction du vecteur p, 
et les 4-vecteurs p_=p et p,;—=k—p dans la définition de la 
fonction œ“(p) (115,4) deviennent les 4-impulsions des particules 
réelles (et non pas virtuelles). L'expression (115,5) est relative au 
système de référence où k — 0 ; c’est le référentiel du centre d’inertie 
de la paire p_, p, naissante (et par cela même de la paire « intermé- 
diaire» p_, p,). Dans ce référentiel on a 


k—(k,, 0), p-=(%.p-), p=(%,—p.), p=(#,p), 
et il est facile de s'assurer que 


{— 4m° 


f°=(p—p_-} = — 2p°(1 —cos 0) — — 5 (1— cos 6), (115,6) 


6 étant l’angle entre p et p_. En portant maintenant (115,4) dans 
(115,5) et en éliminant dans l'expression à intégrer les matrices y"... 
à l’aide des formules (22,6), on obtient : 


ve Imf (4) — 5 ok, Im g (f) = 


e? do, 15 Su : 
fr Dm) (DR + m) v, = 


4 V1 ({— 4m). — cos f) 
=. A RO + 4m (Pre + 2fr) + 
7 4 V 1({—4m°) | 27 (1 — cos 0) Li E 


+2(p, —f)w (p- +], (115,7) 
où sont introduits les 4-vecteurs 


f==p—p-=(0, f), P=p_—p,=(0,2p-). (115,8) 
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L'intégration se ramène maintenant au calcul des intégrales 


"(1.f6, ff) d 
U, De, my= | fe, fu, lang 


I—cosÙ0 2xn (115,9) 


avec chacun des trois numérateurs indiqués. 
L'intégrale / diverge Icgarithmiquement pour 6— 0. En la récri- 
vant de la façon suivante 
{— 4° d (fo) (1 Fu f 


on voit que la divergence correspond aux petiles « masses » du photon 
virtuel. De cette façon, c'est une divergence «infrarouge». Nous 
remettrons son étude détaillée au $ 120. Ici nous noterons seulement 
qu’elle est fictive en ce sens que si l’on tient compte correctement 
de tous les effets physiques, les pareilles divergences se compen- 
sent mutuellement et disparaissent. C’est pourquoi nous pouvons 
d'une façon arbitraire «couper» l'intégrale inférieurement, et par 
la suite, au cours du calcul des phénomènes physiques réels, faire 
tendre la limite de la coupure vers zéro. 

Ici le plus simple c'est d'effectuer la coupure d’une façon co- 
variante. À cette fin attribuons au photon virtuel f la masse À 
petite mais finie (À<&/mn), c'est-à-dire remplaçons dans le propa- 
gateur photonique D(f°) dans (115,2): 


fe fs hs. (115,10) 
Ensuite, 
=({—4m?) d(f a 
1 \ =. (115,11) 


L'intégrale /+ dans laquelle fr est un 4-veciteur du genre espace 
doit s'exprimer au moyen du 4-vecteur P#; de deux 4-vecteurs Pr 
et ke qui sont à notre disposition seul Pr est du genre espace 
(pour p,, p- arbitraires). Donc, /" — APr. Multipliant cette égalité 
par P, et calculant l'intégrale P,/# dans le référentiel du centre 
d'inertie d’une paire [les composantes des 4-vecteurs f et P dans 
(115,8)], on obtient : 


à Pt |  — 
= 7 1050 — g nos 1. 


De cette façon, 


Je = — Pr. (115,12) 
D'une manière analogue on calcule l'intégrale 
PP 


A l = 
1e = 7 P: (e— Pi | PT PePpr (115,13) 
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(pour déterminer les coefficients dans cette expression, il suffit de 


calculer les intégrales /} et /+*P P). 
On continue le calcul de facon suivante. Substituant 
(115,11-13) dans (115,7) on bte «entre les facteurs» 


u(p-) ... u(—p,) la somme de la série de termes. Dans chacun 
d'eux on «fait passer» (à l’aide des règles de commutation des matrices 


v) le facteur P+ à droite, et p_ à gauche; par suite on peut rem- 
placer p_—+m, p+;—»—m, car 
u(p_)p_ =mu(p_), psu(—p,)=—mu(—ps). 
Dans la somme qu'on obtient finalement 
—4(p, p_)1y+2mPr—3P:y 

on peut encore remplacer P# par l'expression qui lui est équiva- 
lente (entre les facteurs !): 

Pr — 2myr + Ôr'k, 
[cf. (114,5)]. Enfin, exprimant toutes les quantités en fonction de 
l'invariant {—#k°(2p,p_—t—2m*, P°—4m—1{f) et comparant 


ensuite les deux membres de l’égalité (115,7), on obtient les formules 
suivantes pour les parties imaginaires des facteurs de forme : 


Img(t)= RS (115,14) 


mers | +8 + 
+ 2 (4— 9m?) In | (115,15) 


Ce n'est que Im f({) qui possède la divergence infrarouge. 

Les fonctions f({) et £&() elles-mêmes se calculent d’après 
leurs parties imaginaires à l’aide des formules (114,11-12). Il est 
commode d’effectuer l'intégration dans ces formules à l’aide des 
mêmes substitutions qu’on a utilisées au $ 111 au cours du calcul 
de æ({). Exprimés en fonction de la variable E (111,11), les fac- 
teurs de forme se déterminent par les formules : 


eE=+ÈT, (115,16) 


O2 (+ HE ing) Im 30 HE Eng 


+ L int — —2F (&)+2n8in(1+8)] }, (115,17) 
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où F(E) est la fonction de Spence définie conformément à (128,19). 

Dans le domaine non physique (0 < éf/m°) < 4) il faut poser 
E er, Les expressions pour les facteurs de forme peuvent être 
alors réduites à la forme: 


CIC In + El + frere). (115, 18) 
AO RTEE (115,19) 


Enfin, donnons les formules limites pour les petites valeurs de |{|: 


at m 3 3 
FO—i= me (ns), RE l (115,20) 


g()=, 
et pour les grandes valeurs de |{|: 
Fi EE (pin +9 in in 0) + 


(115,21) 


: . am ” : 
= ml [i pr ZA (115,29) 
0, —{54m:. 
La formule (115,21) est valable (en ce qui concerne Re f) comme 
on dit avec une double précision logarithmique, c’est-à-dire à des 
carrés des grands logarithmes près. 


$ 116. Moment magnétique anomal de l’électron 


Comme il a été déjà note au $ 114 la valeur g(0) détermine 
la correction radiative au moment magnétique de l’électron. Si l’on 
n’a pour but que le calcul de cette quantité, le calcul de toute 
la fonction g(f) n'est pas évidemment obligatoire. À l’aide de 
(115,4) et (114,12) on obtient : 


g(0)=— (inttar = & ( 


4x 3/° V'x— I on 
dm? 


1 L'expression pour l'opérateur de sommet dans le cas de deux extrémités 
électroniques (virtuelle et réclle) et d'une extrémité photonique réelle — 
cf. A. Akhiezer and V. Bercestetski, Quantum Electrodynamics, 
Interscience, New York, 1965, $ 47.5 (traduit du russe). 
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Compie tenu de cette correction, le moment magnétique de l’électron 
sera 


= met). (116,2) 


Cette formule a été obtenue pour la première fois par J. Schwin- 
ger (1949). 

A l’approximation suivante (— «*) les corrections radiatives dans 
les facteurs de forme sont représentées par sept diagrammes (104,10, 
c-i). La détermination même d’une seule valeur g(0) en cette appro- 
ximation exige des calculs très complexes. En ce qui concerne les 
détails du calcul nous renvoyons le lecteur aux articles originauxt!. 
Donnons ici seulement la valeur définitive de la correction en se- 
conde approximation 


. 197 , n° - 
ge O=(E) (+5 n2+26(3) )=—0,828È, (116,3) 
de sorte que, le moment magnétique de l’électron est 


= ch (1 +2—0,328% Æ ) . (116,4) 


Arrêétons-nous sur la contribution de la polarisation du vide à la 
correction g‘° (0). C'est le diagramme 


(116,5) 
FD ÿ 
contenant la partie d'énergie propre du photon. Il ne diffère du 


diagramme (115,1) de la première approximation que par ce qu’à 
la place du propagateur photonique D(f°) = 4x/f* y figure le produit 


D(p) 2D D(f:) = F 20 | 


P(f?) étant l'opérateur de polarisation en première approximation 
(en «) calculé au $ 111. Reprenant partiellement avec ce change- 
ment les calculs faits au paragraphe précédent, on obtient pour 


1 Cf. C. Sommerfield, ne Rev. 107, 328 (1957); Ann. Phys. 5, 26 
(1958) et À. Peterman, Helv hys. Acta 30, 409 (1957). Le calcul d'après 
ja méthode d'unitarité—cf. M. Terentiev, Soviet Physics JETP 16, 444 (1963). 
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la «partie de polarisation» de la correction 


1 
1 gpôle (0) = TI LES g cos 6, (116,6) 
=] 
où 
: {—4m° 
f= — TT (1—cos6) (116,7) 


[cf. (115,6)]. Le calcul de cette intégrale et ensuite de l'intégrale 


: if ; » dt 
Shélar (0) = + | Im ghôlar (1°) & (116,8) 
4m: 
conduit à la valeur 
2/11 2 2 
Bar (0) = À (5-5) = 0.016€; (116,9) 
elle représente = 5% de la valeur totale (116,3). 

Nous avons déjà noté (à la fin du $ 112) qu’une contribution 
aux corrections radiatives peut également être apportée par des effets 
de polarisation du vide des autres particules. On obtient la contri- 
bution du vide de muons au moment magnétique anomal de l’électron 
à l’aide de ces mêmes formules (116,6-8) dans lesquelles (y compris 
la définition de la variable f*) m est toujours la masse de l’électron 
(m.),mais comme paramètre m qui figure dans l'expression de la fonction 
P(F°) il faut prendre la masse du muon (m,). ® (/*)/f° ne dépend 
que du rapport f°/m;. Dans l'intégrale (116,8) le domaine essentiel 
est celui des { (et par suite des f*) comparables avec m3; c'est 
pourquoi le rapport f°/mi-— (m,/m,) 1 et pour évaluer les 
intégrales on peut se servir de la formule limite (111,14), confor- 
mément à laquelle 

DEF) __ ar 


TR ins 


Il suit de cette formule que la contribution à g‘® (0) due à la polari- 
sation du vide de muons a un petit facteur supplémentaire (m,/m,)°. 

Néanmoins, la situation devient opposée lorsqu'on l’applique au 
moment magnétique du muon. Comme dans (116,2) la masse de la 
particule ne figure pas, cette valeur de g'° (0) se rapporte également 
au muon, tout en tenant compte de la contribution de la polarisation 
du vide du muon lui-même. Mais la contribution de la polarisation 
du vide des autres particules —des électrons — s'avère dans ce cas 
considérablement plus grande. Elle se calcule d’après les formules 
(116,6-8) dans lesquelles il faut maintenant remplacer m—m, et 
en qualité de P (£) introduire l'opérateur de polarisation électronique. 
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Contrairement au cas précédent, maintenant, c'est le domaine des 
valeurs f*/m? — (m,/m,) > 1 qui est essentiel et pour P(/) on doit 
prendre l'expression limite (111,15) : 


P(F) __& |A] 
E = In me : 


Le calcul des intégrales conduit à la valeur: 


2 m 2 
(8% (O)lpour =(E) (gin-5)= 109% (116,10) 
(H. Suura, E. Wichman. 1957: A. Peterman, 1957). 
En l’ajoutant à (116,3) on obtient pour le moment magnétique 
du muon 
eh 


Bmuon © mail +HÈ+O76E). (116,11) 


Notons que la contribution de la polarisation du vide de muons 
(116,9) constitue ici Æ 2% de la valeur totale de g‘*(0). La pola- 
risation du vide de pions qui en général ne peut pas être calculée 
exactement aurait aussi donné une contribution du même ordre 
(vu leurs masses voisines). Pour la même raison le calcul des cor- 
rections en «* au moment magnétique du muon n'aurait pas de 
sens non plus!. 


$& 117. Calcul de l'opérateur de masse 


Montrons la méthode de la régularisation directe des intégrales 
de Feynman sur l'exemple de calcul de l’opérateur de masse. 

En première approximation non nulle l’opérateur de masse se 
représente par une boucle dans le diagramme 


p-k 
—<CY— (117,1) 
k 


Il lui correspond l'intégrale 
— A (p)= (—ie? | #G(p—A TD, (0 Ex 


1 Il est entendu qu'en général l'admissibilité de calculs de corrections au 
moment magnétique du muon, supposant l'applicabilité absolue au muon de 
l'électrodynamique quantique actuelle, n'est pas évidente. 
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substituant les propagateurs et éliminant les facteurs y*...y, à 
l’aide des formules (22,6) on obtient 
—,  _ Su .( 2m — p +R 
AE RE) 6-5 (17,2) 
(par un trait au-dessus de la lettre 4# on notera la valeur non 
régularisée de l'intégrale). Dans le propagateur photonique on 
a introduit la «masse du photon» fictive À afin d'éliminer (comme 
au $ 115) la divergence infrarouge. 
Transformons l'intégrale à l’aide de la formule (128,4) en 
y entendant par a, et a, deux facteurs du dénominateur de 
(117,2). Après un simple regroupement des termes au dénominateur 
de la nouvelle intégrale, on obtient : 


— 8ni . ‘ 2m—p+À 
où 
= mx —(p—m°)x(1—x) +AÀ (1 — x). (117,4) 
Le changement de variable £ — k + px conduit l’intégrale (117,3) 
à la forme où son dénominateur ne dépend que du carré k*. Toutefois, 
conformément aux (128,17-18) il s’ajoutera à l’intégrale la constante 
additive : 
_ _ Sri … f : Qm— p(1—x) ÊTTe = 
[le terme avec # au numérateur est omis maintenant comme s’annulant 
par intégration suivant les directions du 4-vecteur k; cf. (128,8)]. 
La régularisation de cette intégrale consiste en soustractions telles 
qui la ramèneraient à l'expression de la forme (108,20). Cette dernière 
diffère avant tout par ce qu’elle s’annule si on la multiplie par l'am- 
plitude d'onde u(p) où pest la 4-impulsion de l’électron réel. Sans 
introduire u(p) explicitement on peut formuler cette condition 
comme l'exigence de l’annulation de 4#(p) en cas de substitution 


pP—m, pp — nm. (117,6) 
La forme de l’intégrale (117,5) est commode par le fait que le 4-vec- 
teur p n'y figure que sous la forme de p et p° (tandis que les termes 
de la forme kp sont absents). 
Ayant retranché de (117,5) la même expression avec la substitution 
(117,6), on obtient 
5 ( a 1 1 
m2 EE 
l 


— [dk \ ax = GG) | (117,7) 


(#—a) 
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où 
ai = mx + (1 — x). 


Pour une régularisation définitive il faut effectuer encore une 
soustraction: d’après (108,20) la substitution (117,6) rend nulle 
non seulement «# (p) au total, mais également «#(p) sans un facteur 


p—m. Par une soustraction appropriée on élimine complètement 
le deuxième et le troisième terme entre les accolades dans (117,7)1. 
Quant à la première intégrale, on effectue sa transformation 
préliminaire en introduisant encore une intégration auxiliaire à 
l’aide de la formule (128,5) en y posant 7 —2 et en entendant par 
a et b respectivement k°—a* et k?— a. Alors l'intégrale prend la 
forme 


| ] 
- lGni ,( y (p+m) [2m— p (1—x)] x (1—x) 
— m) TE e° \ d'& AN mL Po 20 2 AE 
( m) Enr * ja ja a [k2— 0% + (p?—m°?) x (1—x) z]° 


(ici est utilisée également l’identité p®—m°—(p—m)(p+m). Tout 
de suite effectuons l'intégration sur d*k. Supposant p*—m°< 0 et 
utilisant (128,14), on obtient 


Ù 1 
= e? (p+m) [2m— p(1—x)] x (1—x) 
Gr) ér je MÈx= + (1—x)+(m—p*)x(1—x)z ° 


Il reste maintenant, omettant temporairement le facteur (p—m), 
de retrancher une intégrale similaire avec la substitution (117,6); 
après des transformations simples il vient 


+ (A/m} 
dz m°x + (mi—p?) (1— x) z 


- * mix) (54m) (1x l a 
A = 6m E | de (ae EE ml 
0 


0 


(117,8) 


(dans le dénominateur commun le terme en À* est omis parce que 
dans ce cas cela ne conduira pas à une divergence; en un autre 
endroit A2(1—x) est remplacé par À*, car la divergence infrarouge 
correspondra à la divergence pour x — 0). 


1 Par cela même on omet au cours de la erenormalisation faite en marche » 
(cf. p. 47) les corrections à la constante de renormalisation Z, ($ 108).Les intégrales 
correspondantes divergent logarithmiquement. Si l'on introduit le « paramètre de 
coupure» A° > m°,p° en limitant le domaine d'intégration sur d‘k par la condition 
k< A, cette correction peut être calculée sous la forme explicite. Le calcul 
donne : 
a 


1 , A° À , 9 
Z\, = 1 +Z0 ; 21 = NE Ë In tint . (117,7a) 
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L'intégration dans (117,8) (d’abord sur dz, ensuite sur dx) est 
assez longue mais élémentaire et conduit au résultat final suivant : 


A(P)= Em} (TS In p)— 


_— = (2 He me)+i+2hs]) PE 


avec la notation 
Me 


p=7 


(R. Karplus, N. M. Kroll, 1950). L'intégrale est calculée en supposant 
p > 0, d’ailleurs p >: A/m. Conformément à la règle de contournement 
des pôles, en cas de prolongement analytique de l’expression (117,9) 
dans le domaine p < 0 la phase du logarithme se détermine par le 
remplacement m—+m—i0 ; alors p—p—i0, de sorte que Inp pour 
p < 0 doit être interprété comme 


Inp=Iin[pl—ir, p<o0. (117,10) 


Considérons le comportement de l’opérateur de masse pour 
p° > m°.On a alors— p & p*/m° > 1 et avec la précision logarithmique : 


A(p)=—[$-(p—Gp}e Spin. (17,11) 


Comme dans le cas du propagateur photonique [cf. les formules 
(111,15-16) pour l'opérateur de polarisation], la correction à G-! 
n’est petite que si l’ènergie n’est pas trop grande, à savoir pour 


ne 1. 


Pourtant, dans le cas donné l’accroissement logarithmique est, 
dans un certain sens, fictif; il peut être éliminé par un choix ap- 
proprié de la jauge, c'est-à-dire de la fonction D? dans le propa- 
gateur photonique (L. Landau, À. Abrikossov, I. Khalatnikov, 1954). 
Notamment, pour cela il faut poser 


D = 0, (117,12) 
tandis que la formule (117,9) a été obtenue dans la jauge 

D®= D; (117,13) 
Cette propriété de la jauge (117,12) la fait surtout commode pour 


l'étude du caractère de la théorie pour p°5>m*, ce qui sera utilisé 
plus bas au $ 129. 
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Pour démontrer l'affirmation faite, notons que si l’on ne s’in- 
téresse qu'aux termes en e*, la transformation de la jauge (117,13) 
à la jauge (117,12) peut être considérée comme infiniment petite 
[grâce à la présence de e* dans l’exposante de (103,14)]. Par con- 
séquent, on peut utiliser directement la formule (103,16) en y posant 

ON = 2. 2 1 
ôd (g) = ® (g*)° ? 
et en remplaçant également avec la précision exigée les fonctions $ 
dans l’expression à intégrer par G. Dans l'intégrale surd#q c'est le 
domaine qg ÿ p qui sera essentiel, et dans ce cas G(p—q) dans l’ex- 
pression à intégrer est de beaucoup inférieure à G(p)et on peut 
la négliger. Alors 
9 "= di 
89-1 =— G-2(p) 88 (p)= — ieG "1 (p) | Ed (g) En - 
Enfin, utilisant la transformation (128,11-12), on obtient : 
DR d(— 0° 2 =. A 
68-1(p=— GEL RS pne, 
A étant la borne supérieure auxiliaire, pour laquelle la divergence 
est éliminée par une renormalisation. Cette dernière consiste en une 
soustraction de la même expression pour p°Æm°, de sorte qu’il 
vient finalement : 


9-1 plnE. 


Cette expression simplifie justement la différence $-1—G-1 de 
117,11). 
Enfin, analysons de près les causes conduisant à la nécessité 
d'introduire la «masse du photon» finie À lors de la régularisation 
de l’intégrale (117,2), étroitement liée à son comportement pour 
sm. 
: Notons tout d’abord que cette intégrale avec À —0 est finie par 
elle-même pour p° = m* (afin d'éliminer la divergence non essentielle 
sous cet aspect pour les À grands, supposons que l’intégrale s'étend 
à un domaine grand mais fini de l’espace k). Quant à la nécessité 
d'introduire À, elle apparaît au cours de la soustraction de l'inté- 
grale de renormalisation qui sans cela divergerait pour p*°— m:. 
C'est pourquoi établissons comment se comporterait pour p°— m° 
l'opérateur de masse non régularisé. Puisque ce comportement dépend 
sensiblement du choix de la jauge, considérons le cas général de 
la jauge arbitraire [tandis que l'intégrale (117,2) est écrite pour un 
choix déjà fait (117,13)]. 

Utilisons de nouveau la transformation (103,16). Représentant 
ôd) sous la forme 

ôD) _ 47 


(== Gp Ôa (q°), (117,14) 
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considérons que 6ôa est la variation de la fonction a(g°) qui ne 
change sensiblement que dans les intervalles g° — m* et qui est finie 
pour g &m°. Dans l'expression à intégrer au second membre de 
(103,16) dans la différence $(p)}—#(p—q) pour les g petits tous 
les deux termes sont proches et l'intégrale converge. Remarquant 
que pour les q petits 


I 
on voit qu'on peut omettre $#(p—gq) par rapport à #$(p) pour 
g>(p°—m°)/m. Quant à l'intégrale 


Ô$ (p) = ie*£ (p) \ ôd“" (Des = — = 8 (P) \ ôa (q°) Es , 


S&(p— 9) — 


elle diverge logarithmiquement dans le domaine 
GR eq Em. 
C'est pourquoi aves une précision logarithmique, on a: 
ÔG _  e° m° 

g = 2x 04 (m°) IN x - 
Cette égalite peut être intégrée. Remarquant que pour & =:e° — 0 

le propagateur exact $ doit coïncider avec le propagateur des par- 

ticules libres G, on obtient 


a TZ (Ca 
8 (p) = — Ce)" ; 


p--m \p°—m, j 


(117,15) 


où a,—=a(m?) et C une certaine constante. Pour déterminer cette 
dernière, comparons l'expression : 


&-1(p)}=(p—m) [1 +2 (C—a) In | , (117,16) 


tirée de (117,15) en première approximation en æ&@ avec une ex- 
pression analogue provenant de l'intégrale (117,2) pour À=0!: 


S-1(p)=(b—m) [1 +% In | (117,17) 


Conformément à la définition (117,14) la fonction a (g*) coïncide avec 
le rapport D"/D. C'est pourquoi la jauge (117,13) à laquelle se 


1 Pour obtenir (117,17) il n’est pas nécessaire d'effectuer les calculs de nou- 
veau. Le terme en In p dans (117,9) est obtenu justement en supposant p 5 à 
qui admet le passage À — 0. Quant au terme en In (À/m), il apparaît à cause 
de la soustraction de l'intégrale de renormalisation ; dans l'intégrale initiale 
(117,2) il est absent. Cette soustraction n'affecte pas, comme il est aisé de le voir, 
les termes en Ino. 
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rapporte (117,17) correspond à a= a, = 1. Exigeant la coïncidence de 
(117,16) et de (117,17) pour cette valeur de a,, on obtient C =3. 

De cette façon, on trouve définitivement la limite suivante 
(expression asymptotique infrarouge) du propagateur électronique non 
renormalisé pour p°—+m°: 


Lg 1 
__p+mf m' \2% 
8 (p)= 2e (r) 
(A. Abrikossov, 1955)!. 
Le propagateur renormalisé doit posséder pour p°=—m° un pôle 


simple. On voit que (117,18) ne satisfait à cette condition qu’en 
jauge où 


(117,18) 


D = 3D (117,19) 


(et, donc, a,—3). Dans ce cas la régularisation de l’intégrale de 
Feynman (ayant pour but d’éliminer sa divergence dans les bornes 
supérieures) n’exigera pas l'introduction de la «masse du photon» 
finie. Pour les autres jauges la masse nulle du photon conduit à 
l'apparition pour p°—m* d’un point de ramification au lieu d’un 
simple pôle, et l'élimination de ce «défaut» exige l’introduction 
du paramètre fini À. 


$ 118. Emission de photons mous de masse non nulle 


En calculant les facteurs de forme des électrons au $ 115, nous nous 
sommes heurtés à la divergence des intégrales pour les petites fré- 
quences des photons virtuels. Cette divergence est étroitement liée 
à la catastrophe infrarouge déjà discutée au $96. Il y a été noté 
que la section de n'importe quel processus avec la participa- 
tion des particules chargées (y compris la diffusion d’un électron 
par le champ extérieur représentée par le diagramme du type (115,1)) 
n'a pas de sens par elle-même, mais uniquement lorsqu'on tient 
compte de l’émission simultanée d’un nombre quelconque de photons 
mous. Comme il sera expliqué d’une manière détaillée plus bas 
($ 120), dans une section sommée, tenant compte de l’émission 
des quanta mous, toutes les divergences se simplifient. Avec cela, 
naturellement, pour obtenir un résultat correct, il faut procéder de 
façon identique à «la coupure» préliminaire des intégrales divergen- 
tes pour toutes les sections qu’on additionne. 


1 La validité de cette formule est liée uniquement aux inégalités &< 1, 
[ln p|ÿ 1, tandis que les formules de la théorie des perturbations exigeraient 
aussi que | In pl 1. 


Notons également qu'ici le signe de la différence p°—m? n'a pas d'impor- 
tance parce que la partie imaginaire de l'expression (117,18) se trouverait de 
toute facon hors des Jimites de sa précision. 
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Au $ 115 cette coupure a été réalisée par l'introduction d’une 
masse fictive finie du photon virtuel À. C'est pourquoi nous devons 
maintenant modifier également les formules obtenues au $ 96 pour 
qu'elles décrivent l'émission de «photons» mous de masse non 
nulle. 

Du point de vue formel un tel photon appartient aux particu- 
les « vectorielles» de spin 1, dont le champ libre a été étudié au 
$ 14. Elles sont décrites par le 4-vecteur +, qui en représentation de 
la seconde ne a la forme 


n=VrZ gs (Cas ex Ga fe)" er), a—=1,2,3 (118,1) 
(où on a changé les notations en comparaison de (14,14) pour les 
faire correspondre au cas photonique). 

L'interaction des «photons» (118,1) avec les électrons doit être 
décrite par le lagrangien du même type que pour les vrais pho- 
tons 


— ejr (118, 2) 


(avec substitution de Ÿ, au potentiel A,). Dans ce cas les ampli- 
tudes des processus d’émission des photons de masse finie seront 
obtenues en appliquant les règles habituelles de la technique des 
diagrammes à la seule différence que 

kR°= }:, (118,3) 


et la sommation sur des polarisations du photon émis doit être 
effectuée suivant trois polarisations indépendantes (deux transversa- 
les et une longitudinale) au lieu de deux comme pour le photon 
habituel. 

La matrice de densité d’une particule vectorielle non polarisée 
peut être facilement obtenue en utilisant les conditions 


ke=0, ee ——] (118,4) 
(cf. (14,12-13)). Ecrivant la matrice cherchée sous la forme 
Duv — ee, —ag,, +bR,R, 


et déterminant a et b des conditions (118,4), on obtient 


I RL A, 
Pau — + (as) . (118,5) 
Le numérateur du propagateur des particules vectorielles possède 
la même structure 


4x k,k, 
D,, = kR=— }*° (e,.—##) ; 
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Néanmoins en vertu de l’invariance de jauge les amplitudes des 
processus réels de diffusion sont indépendantes de la partie longi- 
tudinale du propagateur photonique, et cette propriété n’est pas 
liée à la forme concrète de sa partie transversale. C’est pourquoi 
le deuxième terme dans les parenthèses disparaît, et il ne reste que 
l'expression du même type que celle des photons ordinaires : 
4n 

D, = Ge, 

(qu’on a utilisée déjà aux $ 115, 117). 

Passons maintenant à l'étude des photons mous (dans le sens 
explique au $ 96). 

La déduction des formules (96,5-6) effectuée au $ 96 peut être 
appliquée au cas considéré à cette différence près qu’en dévelop- 
pant les carrés (p + k)*° on voit s'ajouter aux denominateurs des 
propagateurs électroniques le terme k?—À:. Finalement, au lieu 
de (96,6) on obtient 
. p'e pe 2 dk 
do — doitast -€ P'RHA;2 pk—i:,2| Av! 


dOijast étant la section du même processus sans émission de quan. 
tum mou (que nous appelons conventionnellement processus «élasti- 
que»)'. Dans la suite, au cours de l'intégration par rapport à d’k 
les valeurs |k| À seront essentielles. Or p'’k - pK, donc les 
termes en À‘ aux denominateurs peuvent être négligés. La somma- 
tion par rapport aux polarisations du photon s'effectue à l’aide de 
(118,5) (on prend la moyenne puis on multiplie le résultat par 
3). Faisant abstraction des termes en À° le deuxième terme dans 
(118,5) n’apporte pas de contribution à la section et il reste ? 
a 2 dk 

do = — dogiau + (PE) Le (118,6) 
On revient ainsi à la formule (96,7), où, cependant, il faut main- 
tenant interpreter w comme 


wo=VR +. (118,7) 
La formule (118,6) a un caractère tout à fait général. Elle est 


applicable aussi bien à la diffusion élastique qu’à la diffusion non 
élastique, et même dans le cas où l’on change le genre des par- 


? 


L' Au $ %6 la section do.1,,, a été désignée par do. 

* À première vue un doute pourrait surgir sur la légitimité de négliger 
At avant le calcul de la moyenne. vu la présence de À* au dénominateur du 
deuxième terme dans (118,5). Pourtant, il est facile de s'assurer directement 
que ce terme après le caleul de la moyenne fournit Ja contribution en 


_ le, qu'on peut négliger. 
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ticules (ce cas apparaîtra au $ 148). Quant au résultat de l’inte- 
gration ultérieure sur d°k, il est fonction des 4-vecteurs p et p’, ou,en 
d’autres termes, il depend du caractère du processus principal de 
diffusion. 

Considérons le cas de la diffusion élastique, où 


[p|=1p"|, E=E, 
et déterminons la probabilité totale d'émission de photons de fré- 
quence inférieure à une certaine w,.,,, telle que 


NE Onax É M. (118,8) 
Calculons avant tout l'intégrale sur d'k dans la limite non rela- 
tiviste. Pour |p|=|p'|<m ona 


(CE p° PL \ SUR _ 
(P'À) (pk) / 7 mot mu 

(q—p'—p). L'intégration de cette expression suivant les direc- 
tions de k donne 


ang  kÈ 
mo \ Su ) 
Après cela il vient de (118,6) 
& — =D nax 
= k? kd|R| 
do — dOitast : | [1 73 F5] (R2 + À2)9/2 


ou après avoir effectué l'intégration en supposant &,,,,/1 > 1 


do = doitau 3e (in ms +), gém. (118,9) 


Dans le cas relativiste général, pour calculer l’intégrale, utilisons 
la formule (128,4). Avec son aide on a pour l'intégrale par rap- 
port aux angles 


dor dos 
= les (p'e) fé AE ONE. "R)(1—x)f 
ou développant les produits scalaires avec p=t(e, p), p’=(e,p') 


= dor 
-j# {ew—k{px+p'(1—x)\# * 


Maintenant l'intégrale intérieure se calcule facilement en coordon- 
nées sphériques avec l’axe polaire disposé le long du vecteur 
px+p'(1—x), après quoi 


[= [ 4n dx “ ( 4n dx 
PF (ew)*— [px +p"(1—x){* #* Û [nm + gx (1 — x)] Re 
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Deux autres intégrales (avec (pk) et (p’k)° aux dénominateurs) 
s’obtiennent de cette équation pour g = 0. Remarquant également que 


, , Re 
pp'=e—pp =m+z4;, 


on obtient 
I max 
en RL ee 
T7 , Vrai \im+gx(I—x)lat+ent mike Enf 
(118,10) 
L'intégration sur d|k| se ramène au calcul des intégrales de la 
forme 
O 
TT SERRE A 1 LT 
J O(ak+M) RH 0 J V4 
® a œ@ 
BR TR 
a J) (a#+M)VR+E Ta a J(a#+) VA+I 


Dans la deuxième intégrale on a substitué [k|—-Az et la borne 
supérieure (®,,,/À) est remplacée par , ce qui est admissible 
vu la convergence de l'intégrale. 

Les intégrales sur dx apparaissant par la suite dans (118,10) ne 
peuvent pas être entièrement exprimées au moyen des fonctions 
élémentaires. On représente le résultat sous la forme 


do= a [K (LL) in Pme K,] docus, (118,11) 
où ! 
K@=2| RG+VE FT 1] (118,12) 
EVE+I 
__ 2e ,,_.e+lpl  2m°+q° dx IL VT—a 
K= in Ie 2 ele m7 —, (118,13) 


a= + [m®+ gtx (1—x)]. 


1 On a déjà rencontré la fonction X (£) dans les problèmes du $ 96. Cela n'est 
pas étonnant, parce qu’ avec la précision logarithmique (118,11) peut être obtenue 
par intégration de la section d'émission de photons de masse nulle (96,8) sur dw 
dans l'intervalle de À à œmax. 

Si l'on introduit à la place de E la variable 6 conformément à E=sh © , 
il vient 

K(8)=2 (0 cot 0—1). (118, 12a) 
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Trouvons l'expression asymptotique de la section pour Île cas 
ultrarelativiste. On suppose que non selement em mais aussi que 
|gI>m, autrement dit que l'angle de diffuston n'est pas trop 
petit. Dans ces conditions le domaine essentiel de l'intégrale 
(118,13) est celui des valeurs de x où a< 1 ; après avoir effectué 
les abstractions er 


K,= ST 


One: | a dx. 


a x (1—x) 


nai FA D dan 
0 


L'intégrale doit être coupée pour a — 1, c'est-à-dire inférieurement 
pour x = m°/qg® et supérieurement pour LE Alors : 


Ke 2n£ne —inS = [rS —4ln=£ snel. 


2n m* 


Cette formule est juste à des carrés de logarithmes près, ou com- 
me on dit avec une précision bilogarithmique. Avec la même préci- 
sion il suffit de poser dans le premier terme de (118,11) 


KE)&=£InE ED). 


Définitivement 


do= 2 =[ne In Smax — In = = ]n + Tin €] dOëtast, QG mi. 
(118,14) 


$S 119. Diffusion de l'électron par un champ 
extérieur en deuxième approximation de Born 


En deux premières approximations par rapport au champ 
extérieur la diffusion de l’électron est représentée par les dia- 
grammes 


| , 

ke gp | | qi-f-p 
Pat OL ON (119,1) 
p P p'=p+g p 

mt Mo 


Au premier de ces diagrammes correspond l'amplitude 
M" = Ze: étudiée au $ 82. L’amplitude de la deuxième approxi- 
mation est M (Ze:)?. 
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Il est aisé de voir que les termes du même ordre de grandeur 
proviennent également des corrections radiatives. Au troisième 
ordre de la théorie des perturbations les corrections radiatives à 
l'amplitude de diffusion sont représentées par les diagrammes 


Ÿ 


., 


(119,2) 


LE 
où M = Ze’.eï, et si Z = 1, alors M < MMA. 
Conformément à (65,26) la section de diffusion 


do =| MP + MP + Mip f ©. (119,3) 


Dans le carré de l’amplitude qui figure ici, on a le droit de con- 
server, outre | MjP[*, également les termes d'interférence entre M}} 
et M}? et entre M; et M. De cette façon, aux termes en es 
près, fa section sera représentée par la somme 


do = do} + do + do..,, (119,4) 


où do est la section en première approximation de Born ($ 81), 
et les corrections à celle-ci 


a). { M: C0 do’ 
dot 2 Re MP Mi? À, 


do. —=2Re MyM M. (119,5) 


Rappelons ($ 81) que 
Mÿ? = |e|(u"y°u) ® (q), (119,6) 


où O(g) est la composante de Fourier du potentiel scalaire du 
champ extérieur constant (® = 45’) et où l’on tient compte de ce 
que la charge de l'électron e— —|e|. 

Les deux expressions (119,5) peuvent évidemment être calculées 
indépendamment. La première sera étudiée dans ce paragraphe, la 
seconde dans le suivant. 
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L'amplitude de la deuxième approximation, construite d’après 
le diagramme (119,1), est donnée par l'intégrale! 


Me | laps vu (p) © (p PO (f—p) EE. 
(119,7) 


Les 4-impulsions du champ extérieur constant g,—/f—p et 
g,=p—f n'ont pas de composantes temporelles. C'est pourquoi 


fo =E—=E", (119,8) 


où g& et e’ sont les énergies initiale et finale de l’électron qui 
coïncident en cas de diffusion élastique. 
Dans le champ purement coulombien de charge immobile Z|e|: 


O (g)= ZE. 

Pour un tel potentiel l’intégrale (119,7) diverge logarithmiquement 
(pour f&p et f=p'). Cette divergence est spécifique pour le 
champ coulombien et est liée à la lenteur de sa décroissance sur 
des grandes distances. Sa source s’éclaircit le mieux en prenant 
pour exemple un cas non relativiste. D’après III (134,8) le coeffi- 
cient de l'onde sphérique e‘lrir/r en expression asymptotique de 
Ja Se, d'onde de l’électron dans un champ coulombien est de 
la forme 


.Z'am 
F(B)exp ie nfpir). 
Mais ce coefficient est justement l’amplitude de diffusion de 
l'électron par un champ, et on voit que sa phase contient un terme 
divergent (pour 7 —+). Dans le développement de l'amplitude de 
diffusion en puissances de Zæx ce terme entraînera la divergence 
de tous les termes du développement, en commençant par le deu- 
xième (car la fonction elle-même f(8) est proportionnelle à Za). 
Dans le cas relativiste la situation est naturellement analogue. 


1 La règle 8 de la technique des diagrammes, formulée au $ 78, doit être 
quelque peu précisée dans le cas d'un champ extérieur constant (dans le temps). 
Notamment, à la ligne entrante du champ extérieur on fait correspondre la 
composante de Fourier tridimensionnelle du 4-potentiel 


A‘) (qg) = \ At) (r) e”tgr dx. 


Les lois de conservation au sommet doivent être écrites en tenant compte de ce 
que g#—(0, qg). tandis que pour les g qui restent indéterminées, on doit effec- 
tuer l'intégration par rapport à d“q/(2x)°. L'amplitude M}; calculée d’après ces 
règles détermine la section de diffusion conformément à (86,25). 
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Ces raisonnements montrent en même temps que les termes di- 
vergents doivent disparaître lors du calcul de la section de diffu- 
sion, pour laquelle la phase d’amplitude n’a pas d'importance. Le 
moyen le plus simple d'effectuer correctement les calculs consiste 
à considérer d’abord la diffusion par le champ coulombien blindé, 
c'est-à-dire à poser 


Z 
D (= (119,9) 


avec une petite constante de blindage 8 (ô<£|p|l). De ce fait est 
éliminée la divergence dans l'amplitude de diffusion, et dans 
l'expression finale de la section on peut poser 8 --:0. 

Portant (119,9) dans (119,7), on obtient 


(2) 


jf — —? Z'au (p')[(v°e + m) J, + vJ]u (p), 


avec les notations 
AS PR 
PETITE FO 9 10) 
= re ; 
Ji = + ENT—-PX +STIp +0 2 ‘+ 


Ici p°=e—m°—p"* et l'intégrale J est symétrique par rapport à 
p et p'; en vertu de la symétrie vectorielle il devient évident que 
le vecteur J doit être dirigé suivant p+p'. Eliminant maintenant 
les matrices y à l’aide des égalités 

_Ypu =(ÿ'e—m)u, 

u'yp=u"(y'e—m), 
on obtient 


MP = — À Zrau (p') [we (+ 7) + m (Ji —J.)] u (p). (19,11) 


Pour les calculs suivants passons (comme au $ 81) des ampli- 
tudes bispinorielles u et u’ aux spineurs tridimensionnels w et w’ 
qui leur correspondent (conformément à (23,9) et (23,11)). Par la 
multiplication directe on trouve 

u'u=w"* {(e + m)—(e—m) cos 0 + ivo (e—m) sin 0} &, 
u'y'u = w"* {(e + m) + (e—m) cos 0—ivo (e—m) sin 0}w, 
où 
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Alors J’amplitude (119,11) se présente sous la forme: 
M}? = 4nw'* (A® + Bvo)w, 
AS = — 2 Z'at {[(e + m) + (e— m)cos 0] e (J, + 7.) + 
+ [(e + m)—(e—m) cos 0] m(J,—J.)}, (119,12) 
B® = Z'a* (e—m) sin6 [e(J,+J.)—m(J,—1J.)]. 


L'amplitude de diffusion de la première approximation avec 
les notations analogues a la forme 


My? = 4rw'* (A + BA vo) w, 

Za , 
AVS [(e + m) + (e—m) cos 8], (119,13) 
BH = —i LE (&— m) sin 0, 


OÙ g—=p —p. 

La section de diffusion et les effets de polarisation s'expriment 
par l'intermédiaire des quantités ÀA= A" + 4" et B=— B"M + Bt 
à l’aide des formules obtenues au III, $ 139. Ainsi pour la section 
de diffusion des électrons impolarisés on a: 


do =(|Af+]|B})do" = do +2(4% Re 4"%—;B4 Im B) do’. 
Après substitution de (119,12-13) un calcul simple donne 


dots = —do 2e 


Ph | ( 1—oisin 3) Re(J,+J.)+'"TRe Gi—J.)| | 

np si = : 0 . 
(119,14) 

où 9—{|pl/e est la vitesse de l’électron, 6 l’angle de diffusion. 


Par suite de la diffusion les électrons se trouvent polarisés, le 
vecteur polarisation des électrons finals étant 


, _ 2Re(AB*) = 2 (A!) Re Bt) — iB) Im A 
TAFHIBEV TT CTAMREIBOE _Ÿ 


ou après substitution des (119,12-13) 


(s] 8 
sin? — COS — 
ge 2 Im (/,—J.)v. (119,15) 


FE J = vaine 
2 


1 La définition des quantités À et B correspond ici aux définitions du $ 37 
et de 111, $ 139 et ne diffère de la definition du $ 8l que par un facteur. 
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Passons au calcul des intégrales J, et J.. Il est facilité par 
l'application de la méthode de paramétrisation d’après la formule 
(128,2). L'intégrale J, prend la forme 


1 11 
ET CL CE ETS 
0 O0 0 {00° —$f} + 6°] E + [(p— FX +0] Es + —p*—i0] Es} 


L'intégration sur dE, élimine la fonction 6; groupant les termes 
au dénominateur, on obtient 

l1-E, 
ef 

d Où V 10 (EH) Hp (2h +28 —1) —2f (hp +Ep)+f°—i0} 
Introduisant à la place de f une nouvelle variable k— f—£Ë,p"—£.p 
réduisons l'intégration sur d°f à l'intégrale de la forme 

dSk ST 
(Ra 10} | 4? 
de sorte que 
1 1-8, 


J. _ 7 \ dE; dEs 
{p* (Ei+ E5— 28 — 28 + 1) + QE pp'— 0! (En + Es) — 10} 7/2 


A la sièce de ë, et 5. introduisons les combinaisons symétriques : 
X=E, HE, y—=E6,—E,. L'intégration sur dy (dans l'intervalle de 0 à x) 
est élémentaire et donne 


QT | 
À) Joe 2x +1 x —i0 | Lux 27 x—i0| di 


où 
P°HPP _ pe 
b= D — COS* =. 
Pour le calcul de l'intégrale sur dxavecô—+0 divisons le do- 
maine d'intégration en deux parties 


j-.dr= \ ... dx + ( . dx, 15 6, > 


> pi- 
Ù 10, 
Dans la première intégrale on peut poser ô—0; alors! 
1-06, 
(1 — x}° 1-0, ] 
.dx=; 7T— 706) M Ga 110) |, IL tin]. 


1 La régle de contournement (terme 10) permet de déterminer la variation 
de l'argument du l'expression sous le signe logarithme lors du passage de O0 à 
1— 6, : lors de contournement du point de ramification par le bas, l'argument 
varie de 0 à—x. 
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Quant à la deuxième intégrale, on peut poser partout x—1, sauf 
pour le terme (1—x)* ainsi que ô—0 dans le premier crochet 
du dénominateur. Alors! 


dx” Li | dx’ 


Au cours de l'addition des deux intégrales la quantité 6,, comme 
il fallait s’y attendre, disparaît et il reste 


js; (AT sin F)- (119,16) 
21p{° sin 
L'intégrale J. est calculée de façon analogue et est égale à 
| —sin — + 
J,= J,— LS (119,17) 
41pF cos sin -- 21p cos — 


Il ne nous reste qu’à substituer ces expressions dans (119,14-15) 
et l’on obtient les résultats définitifs ©: 


do = ET (1 sin) do’, (119,18) 
41p Psini 
2Zam | p| sin® À In sin à 
g = 21 ———— 57 ——; (119,19) 
(io sint à) cos à 


En première approximation de Born les sections de diffusion 
de l’électron et du positron (dans le même champ extérieur) sont 
les mêmes. En seconde approximation cette symétrie disparaît. Pour 
la diffusion du positron (charge+]|e|) l'amplitude de la première 


1 [ci également la règle de contournement détermine le signe de la racine 
lors du passage de l'expression sous le signe radical des valeurs positives aux 
valeurs négatives. 

? Les résultats corrects ont été obtenus pour la première fois par 
W. À. McKinley et H. Feshbach (1948) à partir des expressions exactes des pha- 
ses partielles de diffusion. Le calcul d’après la théorie des perturbations a été 
réalisé par R. H. Dalitz (1950). 
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approximation (119,6) a un signe contraire, quant au signe de M, 
il ne change pas. C'est pourquoi la section do! qui est le terme 
d’interférence entre M? et M? change de signe. Il en est de même 
de l'expression (119,19) pour le vecteur polarisation. En général, 
le passage des formules de la diffusion d’un électron aux formules 
de la diffusion d’un positron peut s’effectuer par substitution formelle 
Z——Z. 
$ 120. Corrections radiatives à la diffusion 
d’un électron par un champ extérieur 


Passons au calcul des corrections radiatives à la diffusion d’un 
électron par un champ extérieur (L. Schwinger, 1949). 

La partie correspondante de l’amplitude de diffusion est repré- 
sentée par deux diagrammes (119,2). Le premier de ces diagrammes 
fournit à l’amplitude la contribution 


— (a ya) PET D (— q°)-e0 (aq), 


où 7(— g°) est l'opérateur de polarisation correspondant à la boucle 
du diagramme. La contribution du second diagramme sera 


E (u'A°u) eD (q), 


où A° est le terme de correction dans l'opérateur de sommet 
(Cr = Ve + Ar); d’après (114,6): 


0 (| 2 I 0v 0 
A'=v{f(—g)—I] —35% 079,8 (— 9°). 
Additionnant les deux contributions on obtient! 
MS = — (u WQraut) eD (q), | (120,1) 
Qrad(g) = f(—9)— 15 P (0) +338(— 4°) 4. 


Examinons tout d’abord le problème de la divergence infrarouge, 
contenue dans le facteur de forme f(—q*) et par suite dans l’am- 
plitude de diffusion (120,1) également. 

Il a été déjà noté ($ 96) que l’amplitude exacte de la diffusion 
purement élastique est par elle-même nulle, c’est-à-dire dépourvue 
de sens. Le sens physique n'est propre qu’à l’amplitude de la dif- 
fusion déterminée en tant que processus au cours duquel peut être 
émis un nombre quelconque de photons mous possédant chacun une 
énergie inférieure à une valeur donnée w,,.,, d'ailleurs : 


Omax < me. 


1 Au cours de la transformation ne pas oublier que si g#—(0, g), alors 
qu =(0, —g)! C'est pourquoi o°*g, = — v°qY. 
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En d’autres termes, n'a de sens que la somme 


“max max Omax 
do = dat ++ dGctmn À di, + dôctau sr | di, | diu,,+.…, (120,2) 
(9) 0 U 


où dô:ns est la section de diffusion sans émission de photons, et di. 
la probabilité différentielle d'émission par l'électron d'un photon 
de fréquence w. En outre, il est supposé que doux se calcule 
lui-même sous forme d’une série de la théorie des perturbations, 
c'est-à-dire sous forme du développement en puissances de at. 
Alors, après avoir groupe les termes d2 chaque ordre en « on ob- 
tient de tous les termes sommés de (120,2) do sous forme du dé- 
veloppement en puissances de æ dont chaque terme est une quan- 
tité finie. 

En première approximation de Born do: — &°. Naturellement 
ce terme a un sens par lui-même. Mais si nous voulons tenir compte 
de la correction suivante à do:ns (terme en «&*), il faut avec cette 
dernière prendre également le deuxième terme de la somme (120,2) : 
comme dw, — «, en multipliant par dois = &* on en obtient 
aussi le terme en &*. Montrons que l’addition de ces deux grandeurs 
élimine la divergence infrarouge. 

a terme divergent dans le facteur de forme f d'après (115,17) a 
la forme 


Le terme correspondant dans l’amplitude (120,1): 
S Kin+-(u'yu) eD (q), 
et dans la section de diffusion (119,5): 


dainira —_ — akK In. [u'yu FeD (q) [° do’ 


IG * 


Comparant celle-ci avec la section de Born 
dot = |u'yu |°|e® (q) FR: 


1 La nécessité de tenir compte des corrections radiatives dans la probabi- 
lité d,, dépend de la valeur de w,,,,; la limite w —+ 0 correspond au cas clas- 
sique, pour lequel les corrections radiatives disparaissent ; c’est pourquoi choisis- 
sant @max suffisamment petit, on peut toujours les rendre petites. 

2 ]| est facile de s'en assurer en utilisant la relation 


Pal EE 
m VE 


entre |qg| et la variable E par l'intermédiaire de laquelle est exprimée (115,17). 
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on trouve que 
doinirs — _QK In dou), (120,3) 


D'autre part, le deuxième terme dans (120,2) avec | dw, de (118,11) 
donne 


dOtast À de, = ak In m2. ou. (120,4) 


oe—. 5 


Enfin, additionnant (120,3) et (120,4) on obtient 
— do%.aK (a) TELE (120,5) 


20max 


On voit en effet que la contribution divergente des photons 
virtuels mous (|k|—2A) se simplifie avec la contribution due à 
l'émission de photons réels du même type. La même situation se 
présente pour tout autre processus de diffusion. 

En même temps il apparaît la dépendance de la section de dif- 
fusion de w,,.,. Cette dépendance est la conséquence du fait que 
@,:, intervient dans la définition même de la diffusion comme pro- 
cessus, dans lequel un nombre quelconque de photons mous peut 
être émis. Il est naturel que la section d’un tel processus est 
d'autant plus petite qu’est plus basse la limite w,,,, des fréquences 
des photons dont l’émission appartient toujours au processus donné 
de diffusion. 

Cherchons maintenant l'expression complète pour la correction 
radiative à la section de diffusion. Procédant d’après les règles 
standards [cf. (66,7)], on trouve pour la section après prise de la 
moyenne par rapport aux polarisations de l’électron initial et la 
sommation sur les polarisations de l’électron final: 


do = do) + do,:a — 
=|eD (g) Tr {(D° + m) (7° v'Qrae) (B +7) (949 Qrad)} 5 - (120,6) 
D'après (120,1) 
Qrsd=a+ bg,  Qrad = Y'Qrauy = a — bg, 
a=f(—g)—1— (a) be e(— 4) 


À des termes linéaires par rapport à a et b près, la trace en (120,6) 
est égale à 


gTrth=2 (er ©) (1420) —26mg. 
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C'est pourquoi 


doaë = 2 LA (— 9) —1— EP 9) — pe (— 9°) } dot, (120,7) 


Enr 
où do est la section de diffusion de Born des électrons impola- 
risés (81,5); le facteur de forme f est muni de l'indice À pour rap- 
peler qu’il est «coupé suivant la masse du photon à». 

Il reste à ajouter à (120,7) la section d'émission de photons 
mous. Si l’on représente f, sous la forme 


A g)=1-$K() In +ak., (120,8) 
d'après (118,11) cette addition se ramènera au remplacement dans 
(120,7) de f, par 


Fons = 1— $K( gt) In 


Avec ce remplacement (120,7) donne le résultat définitif. 
Notons que dans la limite non relativiste! 


L 11 : : 
fon 1 (ing), dm. (120,10) 


On fera attention à ce que la spécificité du champ extérieur 
n'intervient dans la correction radiative que par l'intermédiaire 
de do‘! ; quant au facteur entre accolades de (120,7), il a un carac- 
tère universel. Al’approximation non relativiste 

19 » a 
dora = — dot. L (na +5) gm (120,11) 
(ici figurent les contributions de tous les termes de (120,7)). Quant 
au cas contraire, ultrarelativiste, la contribution essentielle n’y est 
fournie que par le terme avec f...,—1 et il reste 


RP + 5 Ki+ak,. (120,9) 


dOraa = — do. Æ in L sin, gœm. (120,12) 


Notons, en conclusion, que les corrections radiatives considérées 
ici ne conduisent pas à l'apparition d'effets de polarisation quel- 
conques, absents en première approximation de Born (à la diffé- 
rence des corrections de la seconde approximation de Born, étudiées 
au $ 119). Le fait est que la spécificité de la première approxima- 
tion de Born est en fin de compte liée à l’hermiticité de la ma- 


1 Cette expression diffère de celle non relativiste (115,20) par le remplacement 


In À — In 2©max — %/e- 
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trice S. Toutefois cette propriété est également conservée quand on 
tient compte des corrections radiatives considérées, car en cette 
approximation aucun état intermédiaire réel n'existe dans le 
canal de diffusion (par suite le second membre de la relation d’uni- 
tarite s’annule)!. 


$S 121. Déplacement radiatif des niveaux atomiques 


Les corrections radiatives conduisent au déplacement des niveaux 
d'énergie des états liés de l’électron dans un champ extérieur (ce 
qu’on appelle le déplacement de Lamb). Le cas le plus intéressant 
de ce genre est le déplacement des niveaux de l’atume d'hydrogène 
(ou d’un ion hydrogénoïde) =. 

La méthode conséquente de calcul des corrections aux niveaux 
d'énergie est basée sur l’utilisation du propagateur électronique 
exact dans un champ extérieur ($ 107). Mais si 


Za I, (121,1) 


il est plus commode d'utiliser une méthode plus simple, où le champ 
extérieur est considéré comme une perturbation. 

En première approximation par rapport au champ extérieur la 
correction radiative à l'interaction d’un électron avec le champ 
électrique constant est décrite par les deux diagrammes (119,2) 
déjà étudiés en rapport avec le problème de la diffusion d’un électron 
par un tel champ; le passage d’un problème à l'autre n’exige qu’une 
simple reformulation (cf. plus bas). 

Toutefois, il est facile de comprendre que ce procédé ne permet 
de trouver que la partie du déplacement de niveau qui est due à 
l'interaction avec les photons virtuels de fréquences suffisamment 


1 Le calcul des corrections radiatives aux processus qui n'apparaissent 
qu'en seconde approximation de la théorie des perturbations est trop encombrant 
et ne sera pas reproduit dans ce livre. Nous nous bornerons uniquement à quel- 
ques renvois LD IOETAR AIRES corrections radiatives à la diffusion d'un photon 
par un électron—L. M. Brown, R. Feynman, Phys. Rev. 85, 231 (1952); à 
l'annihilation biphotonique d'une paire—J. Harris, L. M. Broën, Phys. 
Rev. 105, 1656 (1957): à la diffusion d’un électron par un électron ou un 
positron — M. Redhead, Proc. Roy. Soc. A220, 219 (1953); R. Poloun, Soviet 
Physics JETP 4, 385 (1957); au rayonnement de freinage—P. Fomine, ibid 
8, 491 (1959). 

* Le calcul du déplacement des niveaux d'hydrogène à étc effectué pour la 
première fois par H. À. Bethe (1947) avec la précision logarithmique sur la base 
d'une consideration non relativiste; ce calcul a servi de point de départ pour 
tout le développement ultérieur de l’électrodynamique quantique. La différence 
des niveaux 2s,, et 2Ps, (en première approximation non nulle de la théorie 
des perturbations) a été exactement calculée par N. M. Kroll et W. E. Lamb 


(1949) et la formule complète pour le déplacement des niveaux a été trouvée 
par V. Weisskopf et J. B. French (1949). 
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grandes. En effet, considérons, par exemple, la correction radiative 
suivante (par rapport au champ extérieur) à l’amplitude de la 
diffusion de l’électron: 


(121,2) 


(à la différence de (119,2, b) ce diagramme contient deux sommets 
du champ extérieur). Dans le domaine d'intégration sur d'k où k, 
est suffisamment grand, cette correction possède une puissance 
supplémentaire de Zæ et pour cette raison peut être négligée. Mais 
l'introduction dans le diagramme du second sommet du champ ex- 
térieur y fait apparaître également un propagateur électronique G (f) 
de plus. Pour £ petits (et les extrémités externes p et p”° non rela- 
tivistes) ce sont les impulsions f des électrons virtuels, voisines du 
pôle du propagateur G(f), qui sont essentielles. Le petit dénomina- 
teur qui apparaît ainsi compense le petit facteur supplémentaire 
Za. Cela concerne de même, évidemment, les corrections de tous 
les ordres par rapport au champ extérieur. En d’autres termes, 
dans le domaine de petites fréquences des photons virtuels on doit 
tenir compte de façon exacte du champ extérieur. 

Décomposons le déplacement cherché du niveau ôE,! en deux 
parties : 


6E,— ôE!" + 6E!", (121,3) 


provenant respectivement de l'interaction avec les photons virtuels 
de fréquences contenues dans les domaines: 1) kR > %x, Il) k, < %. 
Avec cela choisissons x de façon que 


(Za)°m<x<m (121,4) 


(Z°a°m est l’ordre de grandeur de l'énergie de liaison de l’électron 
dans un atome). Alors, dans le domaine I il suffira de ne tenir compte 
du champ du noyau qu'en première approximation. Quant au do- 
maine Il, il y faudra tenir compte de façon exacte du champ du 
noyau, mais, en revanche (en vertu de la condition x<£m), on peut 
résoutire le problème à l’approximation non relativiste, c’est-à-dire 
non seulement par rapport à l'électron lui-même, mais également 


' Dans ce paragraphe £, désigne l'énergie de l'électron dans un atome, en 
excluant son énergie au repos. L'indice s designe l'ensemble de nombres quan- 
tiques, déterminant l'état de l'atome. 
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pour tous les états intermédiaires. Avec la condition (121,4) les do- 
maines d’applicabilité des deux méthodes de calcul se superposent, 
ce qui permet de raccorder rigoureusement les deux parties de la 
correction au niveau. 


Partie du déplacement due aux hautes fréquences 


Considérons d’abord le domaine I. Dans ce domaine on peut 
utiliser la correction à l’amplitude de diffusion (120,1) de laquelle 
cependant il faut préalablement exclure la contribution des photons 
virtuels qui se rapportent au domaine Il. Ces photons n’apportent 
qu’une petite contribution au facteur de forme g, qui pour cette 
raison n’éprouve pas le besoin de changement. Quant à la fonction f, 
les photons virtuels de petites fréquences y apportent une grande con- 
tribution par suite de la divergence infrarouge. C'est pourquoi en 
qualité de f dans (120,1) il faut substituer la fonction f., de laquelle 
le domaine k,<%x a été déjà exclu. 

Cette exclusion aurait pu être effectuée de façon directe, en 
retranchant de f l'intégrale étendue au domaine k, < x. Le résultat 
requis peut toutefois être obtenu sans nouveaux calculs, en utili- 
sant les résultats du $ 120. 

Pour cela notons que l’exclusion des fréquences k, < x peut 
être prise pour un des moyens possibles de coupure infrarouge. 
Mais le résultat pour la correction à la section de diffusion ne peut 
pas, naturellement, dépendre de la manière dont la coupure est 
effectuée à condition que de la même manière soit également coupée 
la probabilité d'émission des photons mous réels, c’est-à-dire que 
Ja notion de diffusion «élastique» comprend l'émission de photons 
de fréquences seulement de x à «,,, donné. Si l’on choisit 
O max = %, il est superflu de tenir compte de façon explicite de l'émission 
de photons. Il découle clairement de ce qui vient d'être dit que 
fx s'obtient de la fonction f, , définie au $ 120, par simple rem- 


placement de w,,.,, par x. En particulier, dans un cas non relati- 
viste : 


fui = — 28 (ne mt): (121,5) 


Transformons maintenant la correction (120,1) à l’amplitude de 
diffusion en la représentant comme le résultat de la ccerrection 
correspondante à l’énergie potentielle efficace de l’électron dans un 
champ. Comparant l’amplitude (120,1) 


—e(u"*Q Du) 
à l’amplitude de diffusion de Born (119,6) 
—e (u'* Du), 
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on voit que le rôle de cette correction est joué (en représentation 
d’impulsions) par la fonction 


eË® (q) = eQ,.a (q) D (q). (121,6) 


Dans le cas non relativiste, prenant # et g de (111,14) et (115,20) 
et substituant f, de (121,5) à f on obtient 


80 (= (nn+i—s)+rrav) O(a). (121,7) 


La fonction correspondante 8 (r) en représentation des coordon- 
nées ! : 
11 l : 
SD(r) = (nets) AD (r)—i 2 yFO (r). (121.8) 
On obtient le déplacement du niveau 8E!” en prenant la moyenne 
de eôO(r) par rapport à la fonction d'onde de l'état imperturbé 
de l’électron dans un atome, c'est-à-dire comme élément de matrice 
diagonal correspondant *: 


SEM Ee (NS +5) <s|ADIS>—i = <s|yr®O]Is>. (121,9) 


3r1m* 4m 


Dans le premier terme en calculant la moyenne il suffit d’uti- 
liser la fonction non relativiste de l’électron. Pour le second terme, 
cette approximation est insuffisante: l’approximation d'ordre zéro 
par rapport aux fonctions non relativistes s’annule vu l'absence 
des éléments diagonaux dans les matrices y. C’est pourquoi il faut 


ici utiliser la fonction relativiste approchée v=(? déterminée 


au $ 33 en y conservant les petites composantes de 4 (en repré- 
sentation standard). On a 


Pb = p*0x —X"6P 
et substituant de (33,4) 


Ù ( 
X= 5 0PP—=— 5 CV, 


1 Soulignons la différence entre cette correction au potentiel et la correction 
étudiée au 8 112. Cette dernière ne comprenait que l'effet de la polarisation 
du vide (diagramme (119.2, a)) sur un champ coulombien en tant que tel. Quant 
à la correction (121,8), elle se RSS déjà à l'interaction du champ avec un 
électron et comprend également l'effet des changements du mouvement de 
l'électron (diagramme (119,2, b)). 

2 Strictement parlant, les facteurs de forme déterminés au $ 115 se rappor- 
taient à l'opérateur de sommet à deux extrémités électroniques libres 
(p°=p'?=m®?). Or, pour l'électron dans un atome l'énergie Es est un niveau 
aucunement lié à p. Toutefois cette différence peut être négligée dans le do- 
maine Î 
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on obtient 
IDD =— 5 À 40" (TO)oyE) + (Fat -0) (TD) ç} dr = 
ce | {v* AD-p—2iop* FO x Fp} d'x 


(pour la transformation de l'intégrale on a utilisé l’identité (33,5) 
et on a effectué l'intégration par parties). Puisque O —©@(r) on a 


r dO 
FO — dr 
et par suite 
— ioF® x = LT oi, 
1——i(r XF) y étant l'opérateur du moment orbital. Enfin, rassem- 


blant les expressions obtenues et les substituant dans (121,9) on 
obtient 


GE = <— (in me + 30) <s| FD] s> + 


EL 
ele +21, (121,10) 
où maintenant la moyenne des deux termes est prise par rapport 
à la fonction d'onde non relativiste. 


Partie du déplacement due aux basses fréquences 


Pour calculer la deuxième partie du déplacement des niveaux 
utilisons le procédé basé en fin de compte sur la condition d'’uni- 
tarite. 

Par suite des possibilités d'émission du photon, l'état excité 
de l’atome est quasi stationnaire (et non pas rigoureusement station- 
naire). À cet etat on peut attribuer une valeur complexe de l’éner- 
gie, où la partie imaginaire est égale à—«/2, w etant la probabi- 
lité de désintégration de l'état, c'est-à-dire, dans le cas considéré, 
la probabilité totale d'émission du photon (cf. III, $ 132). A 
l’approximation non relativiste l’émission est dipolaire, et d’après 
(45,7) on a 


ImBE,=— qu, —7 Diduf (EE) 


(où la sommation s'effectue par rapport à tous les niveaux infé- 
rieurs à £,: E..< E,) ou sous la forme équivalente : 


IméE, 2 (du Zid«F (E,—E;)8(E,—E;—w). (121,11) 
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Pour déterminer maintenant la partie réelle de ÔE, il faut 
considérer E, comme une variable complexe et effectuer le prolon- 
gement analytique. Cela peut se faire en considérant les fonctions 6 
comme provenant des pôles. La règle de contournement des pôles 
est donnée, comme d’habitude, par addition de la partie imagi- 
naire négative aux masses des particules virtuelles, dans le cas 
envisagé, aux masses m. de l’électron dans les états intermédiaires de 
l'atome. Le rôle de ces masses est joué par ms =m+Es; il faut 


donc poser 
E,— E;: —i0, 
d’où s'ensuit le remplacement 
l 
Ô(E;—Es—vw)=——Im 2 = (121,12) 


[cf. (109,3)]. 
Substituant (121,12) dans (121,11), on trouve de cette façon 


E.. —w+i0 


2 0 (Es— E,) 
Im6E, = mar | du Zldet RE 


On obtient maintenant le prolongement analytique cherché en 
omettant simplement le signe devant Im. Il ne nous faut toutefois 
séparer de ÔE, que la partie liée à la contribution des fréquen- 
ces du domaine Il: w<%x. Pour cela il suffit de remplacer la 
borne supérieure de l'intégrale par %x. Effectuant l'intégration 
on obtient finalement 


GE!" — ae 2 let (Es—E;)ln£ (121,13) 


+ + i0 


(en vertu de l inégalité (121,4) on a négligé dans la borne supé- 
rieure la différence E,—E; par rapport à x). Dans la suite on ne 
s’intéressera qu'à la partie réelle du niveau; elle s'obtient en rein- 
plaçant dans (121,13) l’argument du logarithme par x/|E: —E, |. 

Dans l'expression (121,13) transformons le terme contenant 
Inx en remplaçant les éléments de matrice du moment de dipôle 
der par les éléments de matrice de l’impulsion p -. m® et sa 


dérivée p : 
Lide FE—E) = — À ZE lps FE —E,)= 
d V 
= D) {(P)ss-  Ps's — Pss’ (P)s s}. 
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Remplaçant maintenant p d’après l'équation opératorielle du mou- 
vement de l’électron ES on obtient 


Z | dss |’ (Es d — E.} = = Om 7 2 {(VO)ss- Ps's — Pss’ (VO): s} = = 


= 2 <s|PVO— OP |5=-£ <s|ADIS. (121,14) 


_ 


C'est pourquoi on peut récrire (121,13) sous la forme 


e 
GES = <s| AD |sS) In + 
2e° à 
+ D rssf (Es — Es) MIE ES (121,15) 
æ 


Déplacement total 


Enfin, additionnant les deux parties on obtient la formule 
définitive suivante pour le déplacement du niveau: 


26° : 
GE, = Sr: k (Es — E:.) ner 


+ AO + (lo (121,16) 
(comme il fallait s’y attendre, la quantité auxiliaire x a disparu 
de la formule)!. 

Tous les éléments de matrice dans (121,16) correspondent aux 
fonctions d’ondes non relativistes de l’électron dans l’atome. Pour 
l’atome d'hydrogène (ou pour un ion hydrogénoïde) ces fonctions dé- 
pendent uniquement de trois nombres quantiques : du nombre quanti- 
que principal nr, du moment orbital / et de sa projection m (mais 
non du moment total j); quant aux niveaux d'énergie correspon- 
dants, ils ne pos que de nr. Désignons* 


1,9? (Ze°}° 
Lu = TER n |<a'l’m'|r |nim>|f(Er—E PIRE ET 


(121,17) 


1 La détermination des corrections au déplacement des niveaux d'ordre 
suivant exige des calculs très compliqués. Le tableau le plus complet ct la dé- 
duction systématique de telles corrections (y ee la bibliographie correspon- 
dante) peuvent être trouvés dans les articles Erickson, D. R. Yennie, 
Ann. of Physics 35, 271, 447 (1965). 

2 Les éléments de matrice de r sont diagonaux par rapport au nombre }; 
c'est pourquoi la sommation sur s dans (121,16) se réduit à la sommation 
sur n, l, m. 


DEÉPLACEMENT RADIATIF DES NIVEAUX ATOMIQUES 113 


Les niveaux d'énergie sont proportionnels à (Ze*}, tandis que 
la dimension caractéristique de l'atome est proportionnelle à Ze* ; 
c'est pourquoi les L,,, définis par (121,17), ne dépendent pas de 
Z'. Ils peuvent être calculés numériquement. 

Puis considérons séparément les cas /—0 et /-£0. Dans le 
cas {—0 le dernier terme dans (121,16) s’annule. Dans le second 
terme utilisons l’équation 


eAOD = 4nZe* (r), 


à laquelle satisfait le potentiel du champ coulombien du noyau. 
Il en découle alors 


…_ [4m'(Ze)}tn-3, 1=0, 
<nim] AO | nm) =AnZe|ÿuin (0) = | 0 [0 


[cf. (34,3)]. Pour le premier terme, introduisons-y la notation 
(121,17) et utilisons encore une fois l'égalité (121,14): 


ÿ [<a lm'|r|n00>[*(E%: —E,) — = <n00 | A® | n00> = 9m er | 
n'l'm° me. 


Finalement on obtient pour les déplacements des termes s l’expres- 
sion suivante : 


Amc® Z4a5 
GE, — 4 2'at 


Ï 19 
Anns [in za + Lan + 30 (121,18) 


(unités ordinaires). Les valeurs numériques de certaines L,,: 


Lio = —2,984 —2,812 —2,768 —2,750 —2,721 
Les niveaux imperturbes étant E, ——mc°(Za})/2n°, la valeur rela- 
tive du déplacement radiatif est : 
ÔE no 7. l 
Em Zra in 7. (121,19) 


Pour {0 le second terme disparaît dans (121,16). Le troisième 
terme se calcule à l'aide des formules données au $ 34; avec ce 
terme apparaît la dépendance du déplacement des niveaux du 
nombre j aussi. Finalement on obtient : 


_ 4mc® Zi@s 3 jtj+1)—4(-+ 1) —%/ 
BE ras (lu ann Je (70. (121,20 


1 A cause de l'isotropie de l'espace la somme (121,17) ne dépend pas évi- 
demment aussi du nombre quantique m. 
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Ainsi, le déplacement radiatif supprime la dernière dégénére- 
scence restée après la prise en consideration de l'interaction spin- 
orbite: dégénérescence des niveaux aux valeurs #7 et j égales, mais 
à [—j+!/, différents. Ainsi, la valeur numérique /… étant 
+ 0,030, on obtient de (121,18-20) la valeur suivante pour la 
différence des niveaux 2s:,, et 2p1,, de l'atome d'hydrogène: 


E 201, — Es, — 0,41mc°a° 


(à cette différence correspond la fréquence 1050 MHz). 


$ 122. Déplacement radiatif des niveaux 
d'atomes mésiques 


A la fin du $ 116 on a établi le rôle essentiel joué par l’effet 
de polarisation du vide d'électrons dans la correction radiative 
(en seconde approximation) au moment magnétique du muon. 
Dans une mesure encore plus grande une situation analogue a lieu 
(dés la première approximation) pour le deplacement radiatif des 
niveaux du muonium (hydrogène mu-mésique) qui est un système 
hydrogénoïde formé par un proton et un méson u (À. Galanine, 
I. Pomérantchouk, 1952). 

Dans le calcul du déplacement des niveaux d’un atome habi- 
tuel, effectué au paragraphe précédent, on a tenu compte, en 
particulier, de l'effet de polarisation du vide d'électrons (boucle 
électronique dans le diagramme (119,2, a). Si pour un atome mési- 
que on tient compte de façon analcgue de l'effet de polarisation 
du vide de muons, tout le calcul devient alors entièrement vala- 
ble pour ce cas aussi en remplaçant seulement partout la masse 
de l’électron m-m, par la masse du muon "”"1,. Or puisque la 
valeur du déplacement relatif des niveaux s'est avérée indépen- 
dante de la masse de l’électron {cf. (121,19], pour le muonium aussi 
on aurait obtenu le même resultat. 

Néanmoins, il est facile de voir que l'effet de polarisation du 
vide d'électrons fournira une contribution sensiblement plus grande 
au déplacement des niveaux de l'atome meésique. En effet, le 
remplacement dans le diagramme de la boucle muonique par celle 
électronique se réduit au remplacement de l'opérateur de polari- 
sation muonique par celui électronique. Mais l'opérateur de polarisa- 
tion æ (q°) est inversement proportionnel au carré de la masse de la 
particule (pour les valeurs non relativistes de g*). Il est donc clair 
que le remplacement mentionné conduira à un accroissement de 
l'effet de (m,/m.)Y fois. C'est précisément cette contribution qui 
déterminera l’ordre de grandeur du déplacement des niveaux qui sera 


ÔE (y 
lE| Me) 
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c'est-dire supérieur de quatre ordres par rapport à l'hydrogène 
ordinaire’. On peut comprendre l’origine de cet effet d’une maniè- 
re plus évidente si l’on se rappelle que la modification du po- 
tentiel coulombien par la polarisation du vide d’electrons s’étend 
à des distances —1/m, ($ 112). Dans un atome d'hydrogène ordinai- 
re l'électron se trouve à des distances du noyau de l’ordre de 
grandeur de 1/m,c. c'est-à-dire hors du domaine essentiel de modifi- 
cation du champ; dans un muonium, au contraire, le muon se 
trouve à des distances —1l/m,x qui font partie justement de ce 
domaine. 

Pour le calcul exact du déplacement des niveaux d’un atome 
mésique on ne peut, pourtant, utiliser l’expression approchée non 
relativiste de l'opérateur de polarisation, comme il l’a été fait 
dans la formule (121,7) utilisée pour le calcul du déplacement des 
niveaux d’un atome habituel. Le fait est que les impulsions spéci- 
fiques du muon dans le muonium sont |p, |—am,. Pour le muon de 
telles impulsions sont non relativistes, mais par rapport à un électron 
elles sont déjà relativistes. 

On doit, par conséquent, utiliser l'expression relativiste com- 
plète (112,5) pour le potentiel efficace du champ du noyau modifié 
par la polarisation du vide d'électrons. Pour déterminer le deépla- 
cement du niveau il faut prendre la moyenne par rapport à la 
fonction d'onde du muon dans l’atome : 


ÔEu=—|e|\ ll 8® (r)dx=—lel | Ra (r)8@(r)rtdr, (122,1) 
0 


Ry étant la partie radiale de la fonction d’onde coulombienne 
(non relativiste). Pour un ion hydrogénoïde à noyau de charge 
Z|e]|les fonctions R,,(r) ne dépendent de r que dans la combinaison 
sans dimensions p =Zœm,r (distance mesurée en unités coulombien- 
nes). En tenant compte de ce fait et en substituant 6® (r) de (112,5) 
(avec la charge Z]2| au lieu de e,), donnons à l’intégrale (122,1) 
la forme 
9 
Es =— Zum Qu (=) : (122,2) 


Z am, 
où 


Qut= par | rater (14) 


Q= 


1 Pour des raisons analogues la contribution de la polarisation du vide de 
muons au déplacement des niveaux d’un atome d'hydrogène ordinaire sera au 
contraire si infime qu'elle peut être négligée. 
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Ainsi, pour les premiers niveaux du muonium le calcul 
numérique donne les valeurs suivantes du déplacement relatif: 
ÔE:o ÊE 90 ÔE; — —)9 0-10-° 


ds 7 : OR et ne ; SR 
Tee NO TEST oIOPe 


$ 123. Equation relativiste pour des états liés 


La méthode appliquée dans les paragraphes précédents au calcul 
du déplacement radiatif des niveaux atomiques ne peut être appli- 
quée à la résolution d’un problème consistant à déterminer les cor- 
rections aux niveaux du positronium qui est un système de deux 
particules équivalentes dont aucune ne peut être considérée comme 
source de champ extérieur pour l'autre. 

La méthode systématique de résolution de ce problème est basée 
sur le fait que les niveaux d'énergie des états liés sont des pôles 
d'amplitude exacte de la diffusion mutuelle de ces deux particules 
(comme fonction de leur énergie totale dans le référentiel du centre 
d'inertie). En effet, le positronium dans chacun de ses états dis- 
crets peut être considéré comme une «particule intermédiaire» de 
masse déterminée, par l'intermédiaire de la formation de laquelle 
peut s'effectuer le processus de la diffusion de l’électron et du 
positron ; mais à chaque état intermédiaire «à une particule» cor- 
respond un pôle d'amplitude de diffusion (il est évident que ces 
pôles se trouvent dans le domaine non physique des 4-impulsions 
des particules diffusées). 

D'après (104,17) l'amplitude de diffusion exacte est construite 
à partir du diagramme de sommet exact à quatre extrémités l,,,,, 
et des amplitudes de polarisation u des particules. Ces dernières, 
vraisemblablement, n’ont aucun rapport aux singularités à pôles, 
il est donc plus commode de les ignorer en parlant à revanche 
des pôles de la partie de sommet elle-même, c’est-à-dire de la 
fonction 


Dig, 1m (Ps —P+i P-, —P4), (123,1) 


où les notations des 4-impulsions des extrémités externes du dia- 
gramme (104,12) correspondent à la diffusion d'un positron par un 
électron. 

Soulignons que l’affirmation concernant l'existence des pôles 
est justement relative à l'amplitude exacte de diffusion ou à la 
partie de sommet exacte; quant à chaque terme séparé de la série 
de la théorie des perturbations, il ne possède pas de pôle. Cette 
dernière affirmation est déjà évidente du fait que dans les dia- 
grammes de Feynman de chaque approximation ne figurent que des 
lignes électroniques (et photoniques), mais non pas des lignes de 
la «particule composée»: le positronium pris dans son ensemble. 
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Il s'ensuit à son tour que le calcul de l'amplitude de diffusion au 
voisinage de ses pôles exige la sommation d'une suite infinie de 
diagrammes. Etablissons quels diagrammes figurent précisément 
dans cette suite. 

En première approximation non nulle (première par rapport 
à «) de la théorie des perturbations à la partie de sommet (123,1) 
correspondent deux diagrammes du second ordre 


P- P. P, P- 
(123,2) 
-P, P, P- -P, 
a) b) 
ou sous la forme analytique 
Dam = — EYiYèm D, (P- —p2) + 
+ Vin D, (P- + P+). (123,3) 


A l’approximation suivante (seconde par rapport à «) il y 
a déjà 10 diagrammes du quatrième ordre: 


(123,4) 


P, Pa le Le 
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et encore 5 diagrammes qui diffèrent par la permutation p_=>—p:. 
Tous ces diagrammes possèdent, à la différence des diagrammes 
(123,2), une puissance supplémentaire de e* =. Montrons toutefois 
que dans le diagramme a) ce degré de petitesse supplémentaire est 
compensé par un petit dénominateur (pour des petites valeurs des 
impulsions de l’électron et du positron). 

Considérons toutes les quantités dans le référentiel «du centre 
d'inertie». Néanmoins puisque les 4-impulsions des extrémités externes 
des diagrammes ne sont pas supposées physiques (c’est-à-dire 
pm), alors, quoique dans ce référentiel p;——p_,on a tout 
de même €&,=-Æe_. Ainsi les 4-impulsions des extrémités sont : 


p-=(E., P), P+ = (e+, — D), 
p-=(e, p'), p,;=(e,, —p'), (123,5) 
e_+e, —=e_+e,. 


L'énergie de liaison de l’électron et du positron dans le posi- 
tronium est = ma*. C’est pourquoi au voisinage des pôles de l’ampli- 
tude de diffusion qui nous intéresse on a 


lpl-1|p'|-ma<m, 


P° : 123,6 
je—ml-le,-mle <= mar, ... ) 


La contribution à la partie de sommet provenant du diagramme 
(123,4, a): 


L'ikeim = — ie | (v°G (g) v*):1 ("G(g—p-—p4) Ÿ°) »n X 


, d® 
x Di,(9—p2) D, (P-—9) ax - (123,7) 


Dans l'intégrale (123,7) le domaine essentiel est celui des valeurs 
g* = (q,.g) voisines des pôles des deux fonctions G à la fois. Dans 
ce demaine |g| et |q,—-m| sont petits et les propagateurs élec- 
troniques : 
Qn — Yq + M v° + | ] 
G (= à =: 
(9o + M) (go —") q + 10 2 do —m— À +10 


0] l (123,8) 
GG — pp) ET 


pet nn 


Les pôles des dénominateurs de ces deux expressions sont situés 
de part et d'autre de l’axe réel dans le plan de la variable com- 
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plexe g, ; en fermant le chemin d'intégration le long de cet axe, dans 
le demi-plan supérieur, par exemple, calculons l'intégrale sur dq, 
d’après le résidu au pôle correspondant !. Finalement, on trouve que 
d“gq 


Vo (eme, +4) 


m 


l (4a) pe e* 


et de là, en tenant compte de (123,6), la valeur approchée 


” » (ma) _ ]! 
Lea (ma) ma m'a’ 
Du même ordre de grandeur est également la contribution à F du 
diagramme de second ordre (123,2, a) [premier terme dans (123,3)], 
ce qui prouve l'affirmation faite plus haut. Uix situation analogue 
se présente également pour toutes les approximations suivantes de 
la théorie des perturbations. 

Ainsi, le calcul de la partie de sommet qui nous intéresse au 
voisinage de ses pôles exige la sommation de la suite infinie des 
diagrammes «anomalement grands» aux états intermédiaires du 
type des lignes internes du diagramme (123,4, a). Pour ces dia- 
grammes il est caractéristique qu’ils peuvent être séparés entre les 
extrémités p_, —p, et p=, —-p, en parties qui ne sont liées entre 
elles que par deux lignes électroniques *. L'ensemble de tous les dia- 
grammes ne satisfaisant pas à cette condition sera appelé partie 
de sommet «propre» et désigné par l',,,:; puisque les diagram- 
mes anomalement grands n’y figurent pas, ces grandeurs peuvent 
être calculées d’après la théorie des perturbations habituelle. 


Donc en première approximation F se détermine par les deux 
diagrammes du second ordre (123,2) et en quatrième par les huit 
diagrammes du quatrième ordre [par tous les diagrammes (123,4), 
sauf a et b]. 

Classant les parties de sommet impropres suivant le nombre de 
«jonctions doubles», qui y sont contenues, on peut représenter F 
total sous forme d’une série infinie 


- y - pod- oo 
PP, 


(123,9) 
1 Quant au diagramme (123,4,c) qui nc diffère de (123,4,a) que par le sens 
inverse d'une des lignes électroniques, les deux pôles y seraient situés d'un 
côté de l'axe réel, donc une fois les abstractions faites, l'intégrale s'annulerait. 
? Une telle définition englobe tous les diagrammes anomalement grands 
de même que également quelques diagrammes enormaux», par exemple le 
diagramme (123,4, b). 
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où toutes les lignes internes continues grasses sont des propaga- 
teurs exacts $ (la série de ce type est souvent dite en échelle). 
Pour sommer cette série « multiplions»-la à gauche encore une fois 
par l'1: 


Comparant maintenant cette série avec la série initiaie (123,9) on 
voit que 


p' 0 PP P. P- P- 
et = - HE oo 
D, PRE ER RER ARE TR, 


Cette égalité graphique est équivalente à l'équation intégrale sui- 
vante 


Tip, dm (Ps — Ps Pes — 14) = El ig 2m Ps —P+s Per —P+)+ 


+\F, sm(Ps {—P}—P5 q, —P})$a2(q)X 


; , ; », di 
X nr (q—P+—P=) Tir. in (Qs —P+: P-: Q— Pr Par : (123,11) 


Les fonctions [et &# se calculent d’après la théorie des perturba- 
tions, après quoi l'équation (123,11) permet en principe de calcu- 
ler avec n'importe quelle précision. 

En ce qui concerne les niveaux d'energie, pour leur détermi- 
nation il suffit de connaître rien que la position des pôles de la 


fonction l. Au voisinage des pôles F5T, on peut donc négliger 
le premier terme du second membre de (123,11) [deuxième dia- 
gramme à droite dans (123,10)], et l'équation devient homogène 
par rapport à l. Dans cette équation les variables p,, p_ de même 
que les indices k, [ deviennent des paramètres, dont la dépendance 
reste arbitraire (n’est pas déterminée par l'équation elle-même }):. 


1 C'est-à-dire qu'on multiplie tous les termes de la série par F et deux é, 
et on effectue l'intégration appropriée par rapport aux 4-impulsions des nouvel- 
les liaisons internes. 

3 Cf. la situation analogue à la fin du $ 107 où lors du passage à l'équation 
intégrale homogène (107,23) la dépendance de la variable r° disparaissait. 
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Omettant ces paramètres (et simultanément les primes dont sont 
affectées les variables restantes p°,, p_), on obtient l’équation 


np — Pa) = NL sm(Pes Q—P+—P- ; 4 —P:)X 
dt 
X 352 (4) Sur (9 —P4 —P-) Ti, à (9; Q—P+—P-) ap (123,12) 


(E. E. Salpeter, H. A. Bethe, 1951). 

Ecrite dans le référentiel du centre d'’inertie (p, +p-—=0) 
l'équation (123,12) n’a des solutions que pour des valeurs déter- 
minées de &, ++#-_ qui donnent justement les niveaux d'énergie du 
positronium. La fonction F,,, ne joue ici qu’un rôle auxiliaire. En 
qe il est plus commode d'introduire à sa place une autre 
onction 


Lsr (Par Pa) = Set (Pi) Vi, à (Pa Pa) Sn (P2). (123,13) 
Alors l’équation (123,12) prend la forme 


i[S-1(p_)x(p-, —p,)$71(—p,)];,, = 
= di 
= (Tosn (pes Q—Pa—p=5 qi —P+)lar(Qr Q—P+—P-) Ge 
(123,14) 


dans laquelle L intervient comme noyau de l'opérateur intégral. 


Comme il a été déjà mentionné, l peut être calculé d’après la 
théorie des perturbations; il en est de même evidemment de la 
fonction #71. 

Montrons qu’en première (en &) approximation de la théorie 
des perturbations (123,14) se ramène, comme il fallait s’y attendre, 
à l'équation de Schrôdinger non relativiste pour le positronium. 


En première approximation non relativiste [est déterminé par 
un seul diagramme (123,2, a) [le diagramme du type d’annihilation 
(123,2,b) s’annule en cette approximation]!'. Comme on l’a fait 
dans le cas analogue au $ 84, il est commode de prendre le pro- 
pagateur photonique dans la jauge coulombienne (77,12-13) en n'y 
conservant que la composante D... Alors 


D se Ps Q—P+—P-3 4 —P+)= — Vs Vin Din X(Q —P_) = 
à = —ÙU (g9—P_) Vi Yrm 
où 
ânes 


U(p=- x 


l Rappelons que dans le positronium les vitesses des particules v/c — &. 
e ce sens, les développements par rapport à æ& cet à 1l/c sont mutuellement 
iés. 
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est la composante de Fourier de l'énergie potentielle de l’interac- 
tion coulombienne du positron et de l’électron. L’équation (123,14) 
prend la forme 


EX im (D; —P+)= d 
— |G(-1v | U(g—p-x(a,9— pp) Et + v'G (—p4)| . 
(193,15) 


où les propagateurs exacts # sont remplacés par les propagateurs 
des électrons libres G. Pour ces derniers on a les expressions ap- 
prochées {cf. (123,8)]: 

| — 


G(pDe gp), G(—p)= RE g(p,), 


où sont séparés les facteurs matriciels, et g(p) est une fonction 
scalaire 


EP) = —>—. (123,16) 
Substituant ces expressions dans (123,15) remarquons que tous les 
éléments de matrice différents de zéro 


Vo A LP dm, 
| 2 Var 2 = 2 k 2 Le 


coïncident avec les éléments —%,,. C’2st pourquoi l'équation 
matricielle (123,15) est équivalente à l'équation établie pour la 
fonction scalaire 


XP, —p+)= — g(p-)g (ps) | U(g—p_)x 

dt 

XX (9: Q—Pr—P-) Tax (123,17) 

Introduisons maintenant à la place des p,, p_ les variables 

Pæ={E, D= +, P=p_+p, 

(4-impulsions par rapport au mouvement des particules et du po- 

sitronium pris en entier). Dans le référentiel du centre d'inertie 
P=(E +°m, 0), 


où l'énergie totale est désignée par E+2m, c'est-à-dire ÆE est le 
niveau d'énergie compté à partir de la masse de repos. Exprimant 
en fonction de ces variables, récrivons (123,17) sous la forme 


ix(P, P)= 
=—g(p+$)e(-p+5)[uUu-pn(a-$. Pl 
=—£g (p+5)e(—-p++) (u(g —p)}(7, P) Ex: 
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P ne figure plus dans cette équation que comme paramètre, Îa 
fonction y ne figure dans le second membre que sous forme d'in- 
tégrale 


p(g)== Ÿ x (9, P)dG 
Intégrant les deux membres de l'équation sur de, on en tire l’équa- 
tion fermée pour : 


p)=— 2 ( g(p++)e(—-p++)ælva-pets. 


où 
P I 
(Pts) 7 
+ BE on TA 
Fermant le chemin d'intégration sur de, dans le demi-plan supé- 
rieur des e complexes, par exemple, calculons l'intégrale d’après 
le résidu au pôle correspondant et on obtient finalement 


(E—E)ptp+(U(p—pv@E=0. (123,18) 


C'est justement l'équation de Schrôdinger pour le positronium en 
représentation d'impulsions. 

Si l'on se limitait pour F aux diagrammes (123,2) en y 
tenant compte (et dans # aussi) des termes suivants du dévelop- 
pement en 1/c, on aurait obtenu l'équation de Breit ($ 84). La prise 
en considération des diagrammes (123,4) (simultanément avec les 
termes suivants du développement en 1/c) permet d'obtenir les 
corrections radiatives aux niveaux du positronium; mais les cal- 
culs deviennent très compliqués. 

Citons à titre d’information la différence des niveaux fonda- 
mentaux de l’ortho- et du parapositronium calculée en tenant compte 
de ces corrections ! : 


ECS)—E(S)=e TE l—(S+n2)£l (123,19) 


(le premier terme dans les accolades représente la désintégration 
fine, cf. problème 2, $ 85). Notons que la correction radiative au 
niveau est du même ordre de grandeur que la probabilité d’anni- 
hilation du parapositronium [cf. (90,4)]. Cela signifie qu’à l’appro- 
ximation considérée le niveau !S, devient complexe [E('S,) dans 
(123,19) est sa partie réelle]. Il est évident que le caractère com- 
plexe des niveaux résultera automatiquement de l’équation (123,14) 
à l’approximation correspondante. 


1 R. Karplus, À. Klein, Phys. Rev. 87, 848 (1952). 
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$& 124. Relation de dispersion double 


Suivant la complexité après le diagramme de sommet à trois 
lignes externes vient le sous-diagramme à quatre extrémités. En 
électrodynamique quantique trois diagrammes les plus simples de 
ce type sont possibles : 


NN ’ de 
| | : (124,1) 
! \ , 
6) c) 


a) 


Le premier d’entre eux décrit la diffusion d’un photon par un photon. 
Les autres représentent les termes séparés des corrections radiatives : 
à la diffusion d’un photon par un électron (diagramme b) et à la 
diffusion d’un électron par un électron (diagramme c). 

Ce paragraphe est consacré à l'étude de certaines propriétés 
générales des diagrammes de ce genre. Mais, pour rendre l’exposé 
plus simple et plus concret, on le fera par rapport à un diagramme 
déterminé (124,1, a). 

Les impulsions des lignes d’un tel diagramme seront désignées 
de la façon suivante : 


K,= k+k-ks k, 
*< 7 
\ g / 
g-k, q-k (124,2) 
7" KR ON \ 
# AN 
k, k, 


Les 4-impulsions k,, k., k, k, correspondent aux photons réels, 
par suite leurs carrés sont égaux à zéro. 

Séparant la dépendance des polarisations de photons, on peut 
exprimer l'amplitude M},;, correspondant au diagramme (124,2), 
au moyen de quelques fonctions scalaires des 4-impulsions des pho- 
tons. Ce sont les amplitudes invariantes, dont on a parlé au $ 71; 
leur séparation concrète pour le cas de la diffusion d’un photon 
par un photon sera effectuée au paragraphe suivant. Etant scalaires, 
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elles ne dépendent que des variables scalaires, elles aussi. On 
peut prendre pour ces variables deux quantités quelconques choi- 
sies parmi les suivantes : 


s—(k +R), 1=(k—Bk), u—=(k—R), stt+u—0; (124,3) 


plus bas nous choisirons s et £ comme variables indépendantes. 
Chacune des amplitudes invariantes (que nous allons désigner 
par la même lettre M) peut être représentée par l'intégrale de la 
forme 
M= \ iBdèq 
D (gg — RS — ml 1 g — ki — Rs — mË] [(g — R2Ÿ° — m°]? 


mi — m—i0, en) 


où B est une certaine fonction de toutes les 4-impulsions; les 
facteurs aux dénominateurs proviennent des propagateurs de quatre 
électrons virtuels. 

Pour s et { suffisamment petits les amplitudes M sont réelles 
(plus précisément, on peut les rendre telles par le choix approprié 
d’un facteur de phase). En effet, la petitesse de s garantit l’impos- 
sibilité de la création par les photons des particules réelles (d’une 
paire électron-positron) dans le canal set la petitesse de f, la même 
impossibilité dans le canal f'. En d’autres termes, dans les deux 
canaux sont abscents les états intermédiaires réels qui auraient pu, 
conformément à la condition d’unitarité, faire apparaître la partie 
imaginaire de l’amplitude. 

Maintenant nous allons augmenter s pour une valeur fixée 
(petite) de {. Pour s> 4m” la partie imaginaire de l’amplitude M 
apparaît liée à la possibilité de la création d’une paire par deux 
photons dans le canal s. On peut donc écrire pour M Ia relation 
de dispersion «par rapport à la variable s»: 


Ms, D=2+ | Eur, (124,5) 


où À,.(s, t) désigne la partie imaginaire de Ms, ft). 
Comme pour tout diagramme de la forme 


1 Les sens des lignes externes représentés sur le diagramme (124,2) corres- 
pondent au canal s. Dans le canal { les lignes entrantes sont les lignes 1 et 3, 
par suite les 4-impulsions des photons initiaux auraient dû être k, et —k.. 
Les domaines physiques de la diffusion d'un photon par un photon en variables 
s, {, u correspondent aux secteurs hachurés sur la fig. 10. Ainsi, au canal s 
correspond Île domaine où s > 0, { < 0, u < 0. 
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k, g k 


k, g-k,-k, k, 


A,s(s. f) se calcule selon la règle (113,9) en remplaçant dans 
l'intégrale (124,4) ies facteurs de pôle correspondants par les fonc- 
tions Ô: 

2iA,, (s, l) = Q@xix | iB6 (q° — M) Ô [(g— À —R.Ÿ — mil 


L(q—k,)— mm] [(9 — 8} — mi] d‘qg, (124,6) 


l'intégration étant étendue à la moitié de l’espace qg où g° > O. 

Nous pouvons faire le pas suivant très important en remarquant 
que l'intégrale (124,6) possède la structure (au sens de ses facteurs 
de pôle) du même type que l’amplitude de la réaction représentée 
par le diagramme de la forme 


Ks g-ks ke 


k gl ; 


C'est pourquoi les propriétés analytiques de 4,,(s, {) en fonction 
de { sont, elles aussi, analogues aux propriétés analytiques de cette 
amplitude. En particulier, la partie imaginaire de la fonction 
A,,(s, {) ne peut apparaître (quand { croît) que dans le cas où 
tous les deux facteurs au dénominateur s’annulent simultanément. 
Toutefois, cela n'aura pas lieu tout de suite dès que # atteindra 
la valeur de 4m* qui est le seuil de création d’une paire dans le 
canal {, ce qui s'explique par le fait que la présence des fonctions ô 
dans l'expression sous le signe d'intégration limite le domaine 
d'intégration dans l’espace q, qui peut s'avérer incompatible avec 
la valeur {—4m:. L'étendue du domaine d'intégration dépend de 
la valeur de s (les arguments des fonctions ô contiennent k, et k.). 
C'est pourquoi la valeur frontière { = {, (s), après laquelle la fonction 
A,,(s, t) devient complexe, dépend également de s. 

La fonction Ms, t{) s'exprimant au moyen de sa partie imagi- 
naire À,,(s, {) par la formule (124,5), la fonction À,,(s, t) elle 
aussi s'exprime de façon analogue au moyen de À, (s, {) = Im 4,,(s, é) 
par la relation de la dispersion «par rapport à la variablef»: 

l À, (S, t’ é 
Aus, D=r | dr. (124,7) 
1,5) 


RELATION DE DISPERSION DOUBLE 127 


Substituant maintenant (124,7) dans (124,5) on obtient la rela- 
lion de dispersion double, ou la représentation de Mandelstam pour 
l'amplitude M (s, {): 


_ 1 rc Aa (s", !°) F7 
Ms, 1)=2 \ \ dl ds (124,8) 
em: les) 


(S. Mandelstam, 1958). 


On appelle la fonction AÀ,(s, {) densité spectrale double de 
la fonction Mis, {). On peut l'obtenir à partir de l'intégrale 
(124,6) par application réitérative à cette dernière de la règle de 
remplacement (113,9). Désignant, pour abréger, 


L=qg L=g—k, l=qg—Rk, L=qg—k—Rk,, (124,9) 
on obtient 


(25) À, (s. 4)= (Qi) | 1BS (—m°) x 
se 8 (12— m°) 8 (12— me?) Ô (E—m°) d'q, (124,10) 


l'intégration étant étendue au domaine g" > 0. 

Mais il ne faut pas oublier que la formule (124,10) n’a qu’un 
sens symbolique, car le domaine s>0, { > 0 est non physique. 
Par conséquent, dans ce domaine les quantités /,, L,, ... pour q 
réels seront, en général, complexes: la notion de la fonction 6 
pour les valeurs complexes de l'argument n'est pas bien définie. 
I1 serait plus précis de parler directement du calcul des résidus 
aux pôles correspondants de l'intégrale initiale (124,4), ce qui dans 
notre cas n’a pas d'importance. La condition d'annulation des 
quatre dénominateurs dans (124,4) ou des quatre arguments des 
fonctions 6 définit complètement les composantes du 4-vecteur g. 
Passant à l'intégration sur {?, (3, ... (cf. plus bas) et opérant 
formellement avec (124,10) selon les règles habituelles, on trouve 
(au signe près) l'expression de À.. 

Pour les calculs ultérieurs choisissons Île référentiel du centre 
d'inertie (dans le canal s). Alors, 


k,=(w, k), k,=(0, —k), k,—=(o, k'), k=(o@, —Rk), (124,11) 
S—= 40°, 1——(kR—Rk'") = — 40° sin +, 
u=—(kR+k") = — 4w° cost +, 

6 étant l’angle formé par À et k’ (angle de diffusion). Dirigeons 

l'axe des x des coordonnées cartésiennes spatiales suivant le vec- 
teur k+R%" et l’axe des y suivant k—k"1. 

1 Pour { > 0: (k—k"}* < 0, c'est-à-dire que le vecteur &—k’ est imaginaire. 

Cependant cette difficulté est facile à obvier en développant toutes les expres- 


A Ur pour { < 0 et en effectuant ensuite le prolongement analytique 
vers { > 0. 


(124,12) 
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Transformons maintenant l'intégrale (124,10) en choisissant les 


carrés [?, [2, ... en tant que les nouvelles variables d'intégration 
(au lieu de quatre composantes de g). On a 
À h 9, 
: La 2 


Alors le jacobien de la transformation sera 


(IT, 13, 13, (3) 
— = |6D, 
0 (9%, 4x, Qys 2) 


D étant le déterminant formé de 16 composantes des quatre 
4-vecteurs L,, L., .... L'intégration dans (124,10) se réduit à une 
simple substitution aux fonctions B et D dans l'expression sous 
je signe d'intégration de leurs valeurs pour! 


P=l=l=lt=m (124,13) 
A partir des conditions {5 = {= m° on obtient, tout comme au $ 113, 
g=0, g’—0—m?. (124,14) 


Les deux autres conditions donnent 
(q—R.)—m = —2qk,= — 20° —2qk" =0, 
(g—k,) —m = — 20 —2qk=0, 
de sorte que 
qR=qR=—7, 
ou en composantes 


S 
PO, GT 0: 


q=+Ve-m-gie+ [SCHO (124,15) 
De cette façon, l'intégrale (124,10) est égale à 
A, (5, 1 = Ÿ(—iB), (124,16) 


où la sommation s'effectue par rapport à deux valeurs de g de 
(124,15). 
Le déterminant D peut être écrit à l’aide du tenseur antisy- 
métrique unité : 
D = eyvooli M [5 4 = — Euvpo qrRikRÈRI = 
= — Envpo(g — ki} (ka — 81)" (ke — ki) Ri 


1 Un tel procédé d'intégration ne tient automatiquement compte que d'un 
seul des zéros de chaque argument des fonctions ©. 
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(au cours des transformations on & utilisé l’antisymétrie de eus). 
Remarquant que des quatre facteurs seul k, possède une compo- 
sante temporelle, on trouve 


= — 09 [(k+k")(k—R#")]. 


Développant cette expression pour £{ < 0 et la prolongeant ensuite 
vers { > 0, on obtient 


=— og, VS FIVE — + {st [st—4mt(s+1)]}/. (124,17) 


Le choix du signe de cette expression peut être fait à partir 
des considérations suivantes. Posons pour simplifier B—1. Alors 
dans le domaine physique (s > 0, { <0) on a À,,(s, t) <<0. En 
effet, les deux dénominateurs de l'expression sous le signe 
d'intégration dans (124,6) possèdent le même signe (négatif) : 


(g— Ra) — mm = — 20 —2qhk" < —Iw (w—|g|) <0, 
(g—4)—m = —IQwt—2qk < —20(w—|g|) < 0 


(les deux fonctions à figurant au numérateur, (124,14) a lieu et 
donc |g|< &)'. Alors on voit de (124,7) que la fonction À, (s, f) 
doit être également négative pour s>0, #>0 (si l'on tient 
compte du fait que, comme il découle de (124,16), cette fonction 
est toujours du même signe). Cela signifie que dans (124,17) il 
faut choisir le signe supérieur, de sorte que finalement on a 


B 
À, = 2 


ES n° —_—————— |, 
. {st Ls£— 4m? (s+1)]}"/s 


Etant donné que d’après son sens la fonction À, (s, #) doit être 
réelle, outre l'exigence des valeurs positives de s et #, il faut que 
l'expression entre crochets figurant au dénominateur soit aussi 
positive: 


(124,18) 


st—4m(s+t)>0, 
S>0, t>0. 
Ces inégalités déterminent le domaine d'intégration dans l’inté- 


grale de dispersion double (124,8) (hachuré sur la fig. 22). Il est 
délimité par la courbe 


st — 4° (s + f) —0 


avec les asymptotes s — 4m° et { — 4m. 
Les relations de dispersion sous la forme de (124,5) et (124,8) 


(124,19) 


1 Naturellement, ce n'est pas par hasard. En effet, le fait que 4,, est 
négatif résulte de la condition d’unitarité, ce qui est surtout évident pour 
1—0, quand À, détermine la section totale. 
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ne tiennent pas encore compte des conditions de renormalisation, 
et si on les appliquait littéralement, les intégrales seraient diver- 
gentes et nécessiteraient la régularisation. La condition de renor- 
malisation pour les amplitudes M (s, {) est 


M (0, 0) — 0. (124,20) 
En effet, l'amplitude de diffusion d'un photon par un photon doit 


s’annuler pour k,—k,—Rk;,—R,--0 (et par suite s—{—0) parce 
que k—0 signifie un potentiel constant dans l'espace et dans le 


Fig. 22 


temps, auquel ne correspond aucun champ physique (nous revien- 
drons encore à cette condition d’une façon plus détaillée dans le 
paragraphe suivant). 

Pour tenir compte automatiquement de cette condition il faut 
écrire la relation de dispersion «avec une soustraction» [d’une 
manière analogue au passage de (109,8) à (109,13)]. On arrive à 
une telle relation d’une façon naturelle en effectuant d’abord 
la transformation identique de la relation (124,8) à l'aide de 
l'identité 

1: st S l l 
(s —s)(@"—1) (s —s) =D T5) s't” F T=nsT TT: 


En la portant dans l’expressinn à intégrer dans (124,8) on obtient 


_ st Au(s’,t'hds’ dt" s ( fis')ds |? ( g(t’)dt 
MG De re ner ta ee te) nr + 
ou 


1 ( A, (s. £”) ,, 1 ( Ass”. 6) ,, 
= (Eur, gh=r (ds, 


Or, ces dernières égalités n’ont un sens que si toutes les inté- 
grales convergent. Dans le cas contraire il faut attribuer aux fonc- 
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tions / (s), g(f) et à la constante € les valeurs données à l'avance, 
correspondant à la condition de renormalisation. Notamment il 
faut poser : 


C=0, F(s)=4,,(s, 0), g()=4,(0, 0) 


(où À,, est la partie imaginaire de Mis, {) qui apparaît lors de 
l'accroissement de { pour une petite valeur donnée de s et À4,,, 
la partie imaginaire apparaissant lors de l’accroissement de s 
pour une petite valeur donnée de f{). La première de ces égalités 
est évidente: C-:M(0, 0)—0. La seconde (et, d’une façon ana- 
logue, la troisième) résulte de la HS de l'égalité 
F (s") ds’ 
MEOU=Z ESS 
avec la relation de dispersion ns (124,5). écrite «avec une 
soustraction +, correspondant à la condition (124,20): 
= À; (s”, 1) ’ 
M (5, t)=— A ÉcæTrd ds’. (124,21) 
De cette façon, la relation de dispersion double «avec une sous- 
traction» sera finalement 


! ot L”) ’ ’ 
Ai (4) Ait (0, 
+i A0 "+2 QY ON ge (124,22) 


Si les valeurs s, { se trouvent elles-mêmes dans le domaine d'in- 
tégration, il faut comme toujours interpréter les intégrales (124,21) 
et (124,22) comme une limite pour 


S—S+i0, {—t+i0. (124,23) 
$S 125. Diffusion d’un photon par un photon 


La diffusion de la lumière par la lumière (dans le vide) est un 
processus spécifique de l'électrodynamique quantique; en élec- 
trodynamique classique elle n’a pas lieu en raison de la linéarité 
des équations de Maxwell !. 

En électrodynamique quantique on décrit la diffusion d’un photon 
par un photon comme le résultat de la création par deux photons 
initiaux d’une paire électron-positron virtuelle et de l’annihilation 


1 Dans le cas limite des petites fréquences ce processus a été étudié pour 
la premiere fois par H. Euler (1936), ct dans le cas ultrarelativiste par À. Akhié- 
zer (1937). La solution complète du problème a été donnée par À. Karplus et 
M. Neumann (1951). 
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ultérieure de cette paire en quanta finals. L’amplitude de ce pro- 
cessus (en première approximation non nulle) est représentée par six 
diagrammes «carrés» avec toutes les dispositions relatives pos- 
sibles de leurs quatre extrémités. Ce sont les diagrammes 


k k k k k 
4 2 2 4 3 k 

di g d \ 4 W 7” . 
g-k -k 

LT . Lt (125,1) 
' # g-k,-k "a s’ \ ; \ 
s k, k, k, k, k, 
a) ô) d) 


et trois autres diagrammes qui ne différent de ces derniers que 
par le sens de parcours de la boucle électronique interne. La con- 
tribution de ces derniers eoïncide avec celle des diagrammes (125,1) 
et donc l’amplitude de diffusion totale sera 


M}: —9 (MS+ M‘ +MS), (125,2) 
où Ma, MM, M sont les contributions des diagrammes a, b, c. 
D'après (65,19) la section de diffusion est 


IM,; 


do == 


+ do” 
do’ étant l'élément des angles solides pour la direction k’ dans 
le référentiel du centre d'inertie. 


Amplitudes inuariantes 


Séparant les facteurs de polarisation de quatre photons, repré- 
sentons M}; sous la forme 


Mi=eer es À Miss (125,4) 


le 4-tenseur M,,,, (on l'appelle tenseur de diffusion d’un photon 
par un photon) est la fonction des 4-impulsions de tous les pho- 
tons. Si l'on écrit les arguments des fonetions avec les signes 
correspondant aux mêmes sens des extrémités externes du dia- 
gramme, alors, en vertu de la symétrie de l’ensemble des diagram- 
mes (125,1), il est évident que le tenseur 


Muv (Ris Ra, — Rs —k,) 


sera symétrique par rapport à toute permutation de quatre argu- 
ments accompagnée d'une permutation correspondante de ses quatre 
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indices. En vertu de l'’invariance de jauge l'amplitude (125,4) ne 
doit pas changer lors du remplacement e— e+ const #. En d’autres 
termes, il faut que 

RE Mauno = RMinpo =... = 0. (125,5) 


On voit aisément qu’il en résulte, en particulier, que le déve- 
loppement du tenseur de diffusion en puissances des 4-impulsions 


k,, k., ... doit commencer par les termes contenant les produits 
quadruples de leurs composantes. Il vient en tout cas 
M9 (0, 0, 0, 0) = 0. (125.6) 


Pour une séparation concrète des amplitudes invariantes il est 
rationnel, toutefois, de choisir dès le début une jauge déterminée 
des 4-vecteurs polarisation e, c'est-à-dire la jauge où 

ei —=(0,e,), er: =(0, e.), ... (125,7) 
Alors 
M}; + M rm are sean ( l 25,8) 
M sim étant le tenseur tridimensionnel. 

Comme directions indépendantes de la polarisation introduisons 
pour chacun des photons une paire de vecteurs unité de polari- 
sation tridimensionnels e!” e en les choisissant de la façon 
suivante ; 

RXRk" 
(0) 91) -— oi) —— ot) … = 


2 | 2 
= —k xeN =—e?. 


nl 
, = —kRXeE=— er, 


(125,9) 


Le tenseur M,,, peut être représenté sous la forme 
_ 3 On) (As) Os) (a). 

Marin, 2, M nan et ec esi EU : (125,10) 
les 16 quantités M,,,,, sont des fonctions de s, {, u et jouent 
le rôle des amplitudes invariantes; cependant, elles ne sont pas 
toutes indépendantes. 

Notons, avant tout, que ef? sont des vecteurs axiaux et ef 
polaires. Etant donné que M,,, est un vrai tenseur tridimension- 
nel et M,;a1n, sont des vraies scalaires, il résulte de la condition 
de P-invariance que dans chacun des jeux À,A,AA, il faut avoir un 
nombre pair des indices 1 et 2; les autres quantités M,,,,, s’an- 
nulent. Ensuite, l’amplitude M}; doit être invariante par rapport 
à la permutation de deux photons initiaux ou de deux photons 
finals. Si l’on effectue les deux permutations à la fois (k,—k.. 
k,æk,), les variables s, {, 4 ne changent pas, et la permutation 
des indices de polarisation conduira aux relations M... = M 
Mis = Marre: | | 

Enfin, l’inversion du temps équivaut à la substitution 

Re —Rk", 6e, e—Ee;, —e, 


2121? 
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[comp. (71,14); (71,15)]; alors les vecteurs unité (125,9) se trans- 
forment comme suit : 


e!, e s — e!, e®, e? = e?, e”. 


Donc, de la condition de T-invariance de l'amplitude de diffu- 
sion M}; il vient encore l'égalité M... - M... 

Par conséquent, il y a au total 8 amplitudes invariantes diffé- 
rentes de zéro, dont 5 sont indépendantes : 


Min Mises Mia = Mason Mist = M, »1219 Mieu = M, »112° (125, 11) 


Substituant dans (125,3) à M}; une des amplitudes M,,,1, on 
obtient la section de diffusion pour les polarisations données des 
photons initiaux et finals. Quant à la section, sommée par rapport 
aux polarisations finales et médiée par rapport aux polarisations 
initiales, elle s'obtient par la substitution 


IM,; f? di: _. {| Mi F + | Ms F SE 
+2|Maf+21Maf+21M FE (125,12) 


Les relations de symétrie (125,11) lient entre elles les diverses 
amplitudes invariantes en tant que fonctions des mèmes variables. 
Les relations fonctionnelles suivantes apparaissent comme une con- 
séquence de la symétrie de croisement ($ 79) si l’on tient compte 
que l’amplitude M}; décrit dans tous les canaux une seule et même 
réaction (diffusion lnutuelle de deux photons) et, donc, reste la 
même pour tout canal. 

Le passage du canal s [auquel correspond le sens des flèches 
sur les diagrammes (125,1)} au canal f s'effectue par la permuta- 
tion des indices 2 et 3 de toutes les variables (impulsions et pola- 
risations), c’est-à-dire par la substitution sf, et la permutation 
des indices À, et À, du tenseur de diffusion; le passage du canal s 
au canal u s'effectue par une permutation analogue des indices 2 
et 4 (avec seu). D'où on trouve les ER suivantes! 


Mans ét u)=Mint(t, su) =M,,,,(u, ts), 
Masse (S, À, . eee (£, S,u)= M... (u, f, s), 


Mince (S tu) = Min (u, t, 5) = Min (t, s, u), 


—€; 


(125,13) 


M in (5 tu) — 


Mine (S, {, u) = 
Mines (s, £, u) = 


Maui (£, 5, u), 
Mise (u, f, S), 
Mise (5, u, t). 


De cette façon, il suffit en fait de calculer seulement trois 


1 Etant donné que les trois variables $s, /, u ne sont pas indépendantes, il 
suffirait d'écrire dans toutes les fonctions deux arguments (par exemple, les 
deux premiers); on conserve ici toutes les trois variables uniquement afin 
d'expliciter la symétrie de leurs permutations. 
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amplitudes invariantes, par exemple M, M... et M. 

Les relations (125,13) se rapportent aux jamplitudes totales, 
c'est-à-dire aux sommes des contributions des trois diagrammes (125,1). 
Mais ces contributions, elles-mêmes, sont liées entre elles par les rela- 
tions qui deviennent évidentes de la comparaison des diagrammes. 
Ainsi, le diagramme b) s'obtient de a) par la substitution k,——k,, 
e,e;, c’est pourquoi leurs contributions aux amplitudes invariantes 
s’obtiennent l’une de l’autre par changement de variables se u 
et d'indices À,«<>À,: d'une façon analogue, la contribution du 
diagramme c) s'obtient de a) par la substitution {= u, À, À,. 
C'est pourquoi 


Mauss 4 u)= Mas, t,u)+ Mau, ft, s)+ Mia (s, u, t), 


+ Mise (s, l, u)=M 2222 (S, 6, u) + M 2222 (u, é, S) + Migre (s, u, t), 
(125,14) 
+ Miss (6, t,u)= Mie (s, (,u)+ Mn (u,t,s)+ MP. (s, u, à). 


De cette façon, il suffit de calculer seulement les contributions 
d’un seul diagramme aux quatre amplitudes: M'®,, MS, M. 
M; les trois premières de ces fonctions sont, elles-mêmes, symé- 
triques par rapport à s et {, comme ïil résulte de la forme du 
diagramme a) (qui est symétrique par rapport à la permutation 
des extremités k, et k.). 


Calcul des amplitudes 


L'intégrale M‘ correspondant au diagramme (125,1, a) est de la 
forme (124,4) où 


Bl= © Tr{e, ({—À, + me. (9+m) ê (9 — 8, + m) & x 


X (q—R,—R,+m)}. (125,15) 


Désignons par Bf,12, la valeur de cette expression, où dans chacun 
des e—(0,e) un des vecteurs unité et) 0e 9) est choisi comme e:; 
l'intégrale (124,4) avec un tel B est Man. 

Les intégrales (124,4) divergent logarithmiquement. Conformé- 
ment à la condition (125,6) leur régularisation s'effectue par sous- 
traction de la valeur pour k,—k,—...—01. 


1 Notons qu'au cours de la sommation des contributions de tous les dia- 
grammes les parties divergentes des intégrales se simplifient mutuellement. [l est 
ais de s'en assurer en remarquant que la forme asymptotique (pour qg + æ) de 
l'intégrale est : 

M2) Tr (nv n0) -L 
Auvp (\ v9Vp9 u9YA9) (g°) ° 


Après avoir pris la moyenne par rapport aux directions de g [comp. (128,10)] la 
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Pourtant, le calcul des intégrales régularisées est trop encombrant. 

La voie la plus naturelle du calcul des amplitudes de diffusion 
d’un photon par un photon est basée sur l’utilisation de la relation 
de dispersion double (B. de Tollis, 1964). Cette méthode tient 
compte d’une manière la plus complète de la symétrie des diagram- 
mes et élimine presque complètement les difficultés des intégrations. 
Ilustrons la matche de calculs sur l’exemple de l'amplitude M... 

On calcule la fonction A%(s, {) d’après (124,6). En vertu de la 
présence sous le signe d'intégration de deux fonctions à nous avons 
besoin de la valeur de B uniquement pour 


E=qg=m, E—=(qg—k,—R,) = mm. (125,16) 
Le calcul d’après les règles standards conduit alors au résultat 


Bin = = {8 (eq) — [4 (eq) + 5 (k:9 + R:g) + 
+2 (4.9) (kg) — SL. (125,17) 


Il nous faut [pour la substitution dans (124,22)] la valeur de 4,, 
uniquement pour f—0. Il résulte de cette égalité que k—k#k" et 
k,—k,. Alors l'intégrale (124,6) prend la forme 

Tr s— 4m: | Biudo, 


[AP (s, un=—7sV 5 jp (025,18) 


[comp. la déduction de (113,10). Introduisant l’angle Ÿ entre get k 
et l’angle œ entre e‘? et la projection de g sur le plan, perpendi- 
culaire au vecteur À, on a (pour £—0) 


ghk,=qk,=0(w—]glcos ô), ge——]g|isiné sing, 
(g— k,)°—1m° = — 20 (6 —|q| cos Ÿ). 


Après la substitution dans (125,17), (125,18) l'intégration sur 
do, = sin Üdôdœ est élémentaire et donne finalement 


[AS (S, O)Jrun = — 47e" E ( +) 116 


— (14%) arch EE]. (125,19) 


trace est facilement calculée et il vient 


M!) 9 d*q 
AVPp autre F DisBup — Lp£yv) (g°} . 


La sommation par rapport aux diagrammes signifie la symétrisation de cette 
expression par rapport aux indices À, u, v, p, à la suite de quoi elle s'annule. 
Cependant, soulignons que cette simplification a, en un certain sens. un caractère 
fortuit ct n'élimine pas la nécessité de la régularisation quoiqu'elle se réduise 
dans ce cas à la soustraction d’une quantité finie. 


DIFFUSION D'UN PHOTON PAR UN PHOTON 137 


La fonction [4% (0, #)],,,, en vertu de la symétrie de M, ne 
diffère de (125,19) que par le changement S— {. 

Pour calculer la fonction A (s, {) d'après (124,18) on a besoin 
d'une valeur de Bf pour les’ valeurs (124,15) satisfaisant, outre 
(125,16), également aux conditions (q—k.,) —m°, (g—k,) =m"; 


alors 
si —4 
k,q = R,q =0, (e‘!q}° = q2 = = Et 
substitution dans (125,17) et ensuite de (125,17) dans (124,18) 
onne 


+ sS—4m°(s+1{)1> 
Etes | 

Era — 4m (s+4)j} 05 

Une fois les fonctions À,,, 4,:, À, calculées, la relation de 
dispersion (124,22) donne l'amplitude M directement sous la forme 
d’intégrales définies simples et doubles. Citons ici à titre d’infor- 
mation le résultat définitif pour les quatre amplitudes M‘ qui 
suffisent, d’après (125,14), à calculer entièrement les amplitudes 
de diffusion !: 


[AP (5, dun = 8e (125,20) 


@u(s, D =7 + IB (9 —8 (1]— 


a 4 St 2st 
Pr Remi TO —\t— | #60 5m) TO + 
a) hr 0 
MB (s, = —1+ [8 (5 —B(0] — 


ES 
4{ 2st 2st 
m2 pm) TU) rer rm) TO+ 
+{1- lt ?), (125,21) 
re M (s, D=— HE B (++ Bt — 
4. 8 
thon er on ft 2 10.0 
ln 1 [5 
ge Mn (s = $—lS +R) 89 — 
5 16 2s 4 2st 
EE 8 À ET OT OI 
4 4 8 
sr te ml 0). 


1 Pour certains détails des transformations des intégrales, les représentations 
différentes des fonctions transcendantes B, T. / et les expressions limites voir 
B. de Tollis, Nuovo Cimento 32, 757 (1964), 35, 1182 (1965). 
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Ici B(s), T(s), /(s,t) désignent les fonctions suivantes : 


V1 arsh VS 1, s<0, 
. v<—1 are sin 5 1, 0<s<4, 


VE arch LE 15 ii, 4<s 


| (Ars W=) s < 0, 
T (s) — (arc sin le O<s<4, (125,22) 


| (Arch Es) a —jix Arch Es : 4 << S; 


I(s, )=1 (4, Pere LL 10— sy (1—y)] + 


+ In [1—i0—1{y(1—y)]}. 


(Afin de simplifier l’écriture, dans les formules (125,21) et (125,22) 
et uniquement dans ces dernières, les lettres s et { désignent les 
rapports s/m°, t/m°.) 


Section de diffusion 


Au cas limite de petites fréquences (w <£m) correspondent les 
petites valeurs des variables s, £, u. Les premiers termes de déve- 
loppement des amplitudes invariantes par rapport à ces variables: 


Mrs ai. 
Min = Mass = 3677 (5° + € + ui), 
Miss 


ei (125,23) 
EP Cyr (—-4s° + 7° + 7u°). 

La section différentielle de diffusion pour les photons non polarisés, 
calculée d’après ces amplitudes (unités ordinaires), 


139 - 
do = rerog %°* Ge) (3 + cos’ 0)° do (125,24) 


et la section totale! 


973 / 


de 101257 are (ae 


mer) = 0.030447? (-), fo met. (125,25) 


1 En passant de do à © il faut introduire le facteur !/, tenant compte de 
l'identité de deux photons finaux. 
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Dans le cas contraire, ultrarelativiste, la section de diffusion 

totale pour les photons non polarises 
G=4,7a: (£), fo > mc:. (125,26) 

On peut prévoir une dépendance entre cette section et la fréquence 
à partir des considérations de dimension: pour wo à mc° la section 
totale ne doit pas dépendre de m, et alors a‘c‘/w° est la seule 
expression de dimension nécessaire, proportionnelle à e* ; quant au 
coefficient dans (125,26), il résulte du calcul numérique. 

Enfin, donnons la section différentielle de diffusion de petits 
angles dans le cas ultrarelativiste : 


do=int+do, L0<I. (125,27) 


Cette expression est valable avec la précision logarithmique : le terme 
suivant du développement contient le grand logarithme à la puis- 
sance inférieure d’une unité. La formule (125,27) n'est pas valable 
pour le passage à la limite 0 —0 (diffusion en avant). Au lieu de 
cette formule on a ici 
a w m = 
do==int=do, 0<—. (125,28) 


n°w* 


Il est facile d'obtenir cette expression à l’aide des formules géné- 
rales (125,21) en y posant { —0 et en remarquant que pour s>> 1 la 
puissance la plus grande (deux) du grand logarithme ne figure que 
dans la formule 


: se A = wo 
ci (à) sritesrine. 
Avec cette précision, ne sont différentes de zéro que les amplitudes 
Min = Mange = M se = — 16e* In° _ , 


ce qui signifie, en particulier, que dans ce cas la polarisation d’un 
photon ne change pas au cours de la diffusion. 
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La fig. 23 représente le diagramme de la section totale de dif- 
fusion en fonction de la fréquence (en échelle logarithmique suivant 
les deux axes). La section décroît aussi bien pour les petites fréquen- 
ces que pour les grandes fréquences et atteint le maximum pour 
wo = 1,5m. Le fait que la courbe est brisée pour w — m correspond 
à un changement du caractère du processus dû à l’apparition d’une 
possibilité de la création d’une paire d'électrons réelle. 


Cas de petites fréquences 


Dans le cas de petites fréquences (5 <<m) l'amplitude de diffu- 
sion d'un photon par un photon peut être obtenue également d’une 
façon tout à fait différente: à partir des termes correctifs de la 
fonction de Lagrange pour le champ électromagnétique faible (cf. 
plus bas, $ 127). 

La petite correction à l’hamiltonien de l'interaction V” ne diffère 
de la petite correction au lagrangien que par le signe. Conformément 
à (127,19) on a 


V'=— pr | ((E*—H°)+7(EH}} dx. (125,29) 


Cet opérateur étant du quatrième ordre par rapport au champ, il 
a les éléments de matrice pour le passage qui nous intéresse dès 
la première approximation. 

Pour le calcul il faut substituer dans (125,29) 


OA 


E=—T, 


H — rot A, 
(125,30) 


A=V4n 2 (cmeme-iks + chienetx) 
#?, 


(À étant le numéro de la polarisation), après quoi l'élément de la 
matrice S est calculé comme 


Sy=—if{f V'atlh=—i(olccra, | V'dichici, 


(comp. $$ 73, 78). Avec la nermalisation de À, comme dans (125,30), 
on détermine l'amplitude de diffusion M}; directement à partir de 
S; d'après 


0) (125,31) 


Sy i(2n) 6 (k,+k—k—R,) M, (125,32) 


(comp. $ 65). La valeur moyenne dans (125,31) est calculée d’après 
le théorème de Wick à l’aide de (78,3), d’ailleurs, il ne faut 
contracter, naturellement, que les opérateurs «externes » Cu, car avec 
les opérateurs «internes» A. 
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Donnons, pour l'information, l’amplitude de diffusion exprimée 
sous une forme explicite au moyen des polarisations et des directions 
des photons : 


M;= 33 (TR — 108), (125,33) 
R=P(1234) + P (1324) + P (1432), 
S =Q(1234) + Q (1324) + Q (1432), 
P(1234) = (e,r,) (e.r,) (e,r2.) (e,n.) + (e,r.) X 
X (er) (e,rt,) (e,r.)—(e,e.) {(1 — nn) [(e,r,) x 
X (e,n,)+(esm)(en.)] —(1—nn,)(esn.) (er) — 
—(1 — 1,1.) (e:144) (er,) —(1 —",11;) (esr24) (eart:) — 

—(1 — 1h) (e.n;) (e,n,)} —(e.e.) {(1 — 118.) [(e:r2,) X 
X(e.n.) +(er.)(esn)] —(1—nn.)(enr,) (en,)—(1—#n,) x 
x (e,n.)(en.)—(1—n,n,)(e,7,)(e.n,)—(1—rn;) (e:n.) (e:r,)} + 
u (e.e.)(e,e,)[(1 — fins) (1 — ll.) + (1 —"n;) (1 —n.h,)] , 


Q (1234) — (e,n.) (e,r,) (e,n.,) (en,) + (1 — mn.) (e.e.) x 
X(e,ñ) (e,n.) + (1—n,n,) (e.e,) (ein.) (e,r,) + (e,e:) x 
: X(e,e,) (1— 77) (1 — Hal), 
ou 
L=—-n,=n n,=—-n=n,n=k/0, n'=k"/0. 


$S 126. Diffusion cohérente d’un photon dans 
le champ du noyau 


Un autre effet non linéaire (outre la diffusion d’un photon par 
un photon) est représenté par la diffusion cohérente (élastique) d’un 
photon dans le champ électrique constant créé par un noyau im- 
mobile. Ce processus est décrit par les mêmes diagrammes carrés 
(125,1) dans lesquels deux lignes photoniques doivent toutefois 
être remplacées par les lignes du champ extérieur!. I] n’existe pas 
encore d’une étude complète de ce processus. C'est pourquoi nous 
nous bornons ici seulement à quelques estimations qualitatives. 

En vertu des exigences de l’invariance de jauge, l'amplitude de 
diffusion pour w—0 doit contenir les produits des composantes 
des 4-impulsions des photons initial (k) et final (k’) (de même que 
le développement de l'amplitude de diffusion d’un photon par un 
photon commence par les produits quadruples des composantes des 


1 Quant aux diagrammes à une ligne photonique externe virtuelle et à trois 
lignes photoniques externes réelles, ils correspondent aux processus de Ja désin- 
tégration d’un photon dans un champ extérieur en deux photons (et au proces- 
sus inverse de la « fusion > de deux photons en un seul). 
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4-impulsions de tous les photons). En d'autres termes, l’amplitude 
de diffusion d’un photon de petite fréquence est proportionnelle à 
w®. Tenant également compte de ce que cette amplitude contient le 
champ extérieur (champ d’un noyau de charge Ze) en second ordre, 
on conclut que la section de diffusion 

do = Z'airi (®)'do (om). (126,1) 
Naturellement, la dépendance de la fréquence est en accord avec 
les conclusions générales du $ 60!. 

Pour évaluer la section pour de hautes fréquences servons-nous 
du théorème optique ($ 72). L'état intermédiaire, qui figure au 
second membre de la relation d'unitarité, est dans ce cas l’état 
d’une paire électron-positron (il lui correspond la coupure des dia- 
grammes suivant deux lignes électroniques internes entre les extré- 
mités photoniques). C’est pourquoi le théorème optique relie l’ampli- 
tude de la diffusion élastique d’un photon d’un angle nul à la 
section totale ©, de création d’une paire de photons dans le 
champ du noyau. Après avoir déterminé l’amplitude f(w, 0) de la 
diffusion de l’angle O0 de façon que la section de diffusion soit 
do —|f|?do [comp. (72,5)], on aura 


Im f (w, 0) = Opaire- 


La section o,,4, ne diffère naturellement de zéro que pour 
wo > 2m. Dans le cas ultrarelativiste, prenant o,,;, de (93,8) et se 
limitant à la précision logarithmique, on obtient 


Imf(w, 0) =S(Za}r. © In? (6> m). (126,2) 


La partie réelle de l’amplitude de diffusion se détermine d’après 
la partie imaginaire à l’aide de la relation de dispersion. De plus, 
dans l’intégrale de dispersion par rapport aux fréquences le domaine 
essentiel est celui des fréquences w — m où le grand logarithme dans 
Im f (w, 0) est absent. C’est pourquoi, avec la même précision loga- 
rithmique, on peut négliger (pour wŸm) la partie réelle de l’am- 
plitude devant la partie imaginaire, et pour la section de diffusion 
d’un angle zéro on a 

49 4 & \=, 
do lo=o = (Za)‘r? (2) Inmffdo (wŸm) (126,3) 


81xr- m 


(F. Rohrlich, R. L. Gluckstern, 1952). 


1 Notons qu'on ne peut pas calculer le coefficient de (126,1) à l’aide de 
la fonction de Lagrange du champ electromagnétique uniforme déterminée au 
$ 127 (comme cela a èté possible dans le cas de la diffusion de la lumière par 
la lumière). La cause est que dans ce processus sont essentielles les distances 
à partir du noyau 7 = l/m, où le champ du noyau ne peut être considéré com- 
me uniforme. 


CORRECTIONS RADIATIVES AUX EÉQUATIONS DU CHAMP 143 


Le terme logarithmique dans :la section de création des paires 
par un photon, utilisé ici, provient du domaine des angles très 
petits ($ 93). Ce n'est qu’au domaine analogue (8<(m/w)°) que 
peut être également appliquée la formule (126,3); c'est pourquoi 
ce domaine fait une très petite contribution à la section totale de 
diffusion. La contribution principale à la section totale (de même 
que pour le processus de création des paires) est fournie par le do- 
maine des angles 6<m/w; il est facile de le comprendre en se 
basant sur la relation d’unitarité générale (pour des angles non 
nuls) qui relie entre elles les amplitudes de diffusion d’un photon 
et de création de paires par un photon. Dans ce domaine, toutefois, 
le terme logarithmique est absent, de sorte que la section totale 
de diffusion sera 

0 (Za) rt (2 )°0 — (Zu)! rè (126,4) 


m 


(H. A. Bethe, F. Rohrlich, 1952). 


$ 127. Corrections radiatives aux équations 
du champ électromagnétique 


Lors de la quantification du champ électron-positron ($ 25) on 
a vu apparaître dans l'expression pour l'énergie du vide une cons- 
tante infinie qu’on peut écrire sous la forme! 


En =— trs: (127,1) 


—z&f) étant les fréquences négatives des solutions de l'équation de 
Dirac. Par elle-même cette constante n’a pas de sens physique, car 
l'énergie du vide est nulle par définition. D'autre part, en présence 
d’un champ électromagnétique les niveaux d'énergie 84 changeront. 
Ces changements sont finis et ont un sens physique déterminé. Ils 
décrivent la dépendance entre les propriétés de l’espace et le champ 
et font changer les équations du champ électromagnétique dans le 
vide. 

Le changement des équations du champ s'exprime par le chan- 
gement de sa fonction de Lagrange. La densité L de la fonction 
de Lagrange est un invariant relativiste et donc elle ne peut être 
fonction que des invariants E*— H* et EH. L'expression habituelle 


| : £ 
L = (E—H°) (127,2) 


représente le premier terme du développement de l'expression gé- 
nérale en puissances des invariants. 


1 On écrit ici la lettre @& au lieu de E afin d'éviter toute confusion avec 
l'intensité du champ électrique. 
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Déterminons la fonction de Lagrange dans le cas, où les champs 
E et H changent dans l’espace et dans le temps si lentement qu’on 
peut les considérer comme uniformes et constants. Pour cela il est 
nécessaire que les paramètres caractéristiques : la fréquence w et le 
vecteur d'onde À du changement du champ, satisfassent aux inégalités 


w mm, |k| Em. (127,3) 


Alors on peut considérer que L ne contient pas de dérivées des 
champs. 

Toutefois, pour que le problème pose ait un sens, il est néces- 
saire, de plus, de supposer le champ électrique suffisamment faible. 
C'est que le champ électrique uniforme peut créer des paires à partir 
du vide. La considération du champ en tant que système fermé 
n’est admissible que si la probabilité de création de paires est 
suffisamment petite. Notamment, il doit être 


EIRE (=) (127,4) 


(le changement de l'énergie de la charge e à la distance A/mc doit 
être petit devant mc*). On va voir plus bas (cf. également le pro- 
blème 2) que dans un tel cas la probabilité de création de paires 
est exponentiellement petite. 

Si, outre le champ électrique, il y a également le champ ma- 
gnétique, en général, on peut choisir un système de référence où 
E et H sont parallèles. Alors le champ magnétique n’affecte pas 
le mouvement de la charge dans la direction de E. C'est justement 
dans ce système (dont le choix sera sous-entendu dans les calculs 
ultérieurs) que doit être satisfaite la condition (127,4). 

Commençons le calcul de la fonction de Lagrange par la détermina- 
tion du changement W” de l'énergie du vide. La quantité W” s'exprime 
par le changement de «l'énergie nulle» (127,1), dû au champ. 
De cette quantité, toutefois, il faut retrancher encore les valeurs 
moyennes de l'énergie potentielle des électrons dans les «états» 
d'énergie négative. Cette dernière soustraction signifie tout simplement 
que la charge totale du vide est nulle par définition. 

L'énergie nulle en présence du champ: 


(= (=); À Lc- 
B=— ep = X | is Ypo dix, 
po po 


fs étant les solutions à fréquences négatives de l'équation de 
Dirac dans ce champ. Nous allons supposer que l'intégration 
s’effectue par rapport au volume unité, et les fonctions d'ondes 
sont normalisées à l'unité dans ce volume; alors $, est l’énergie de 
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l’unité de volume. Conformément, à ce qui a été dit plus haut, il 
faut soustraire de &, la quantité 


Us= D pe" epbps d°x, 
Po 


où == —Ær est le potentiel du champ uniforme. Mais d’après le 
théorème sur la dérivation de l’opérateur par rapport au paramètre 
(cf. III, problème du $ 11): 
-y° dH 6 del) 08 
U,=E TS is" ps dr= ESP ER. 
po po 


De cette façon, le changement total de la densité de l'énergie du 
vide sera finalement 


w'=(8,— Et) (6. EE) 0 (127,5) 


Lions W’ avec le changement de la densité du lagrangien 
L'(L=L,+L"). Utilisons à cette fin la formule générale 


où g sont les «coordonnées généralisées» du champ (cf. II, $ 32). 
Pour le champ électromagnétique le rôle des quantités g est joué 


par les potentiels À et @. Comme 
—— À— ye, H=rotA, (127,6) 


des «vitesses» g seule À figure dans L et la dérivation par 


rapport à À est équivalente à la dérivation par rapport à E. 
C'est pourquoi 


, OL" ,, 
W'=E—L'. (127,7) 

Comparant (127,5) et (127,7) on trouve 
L' Cr [0 — 0 leo) > (127,8) 


De cette façon, le calcul de L’ se ramène au calcul de la somme 
(127,1). 

Considérons d’abord le cas où il n’y a que le champ magnétique. 
Les niveaux d'énergie «négatifs» de l’électron (charge e= —|e|) 
dans le champ uniforme constant H,—H 


—#)=—Vm+|e| H (2n—1+ 0)+p!, 


n=0, 1,2, ..., Oo—+I (127,9) 
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(cf. le problème du $ 32). Pour le calcul de la somme tenons compte 
de ce que le nombre d'états dans l'intervalle dp. est 
lel A dp: 
On 21 


(cf. III, $ 111); le premier facteur représente le nombre d'états 
avec les valeurs différentes de p, qui n’influent pas sur l'énergie. 


De plus, tous les niveaux, sauf le niveau avec n—0, o——1, 
sont deux fois dégénérés: les niveaux de n, o— +1 et de n+1, 
o—— ] coïncident. C’est pourquoi 


—8.=1 ( LEE > Ve +2TelHn+ pi} dp.. 


D n=i 
(127,10) 


La divergence des intégrales dans (127,10) est éliminée lors du 
calcul de Z’ (127,8) par la soustraction de la somme pour H —0. 
Pour effectuer cette «renormalisation» il est commode de cal- 
culer d’abord l’expression convergente 


Dee — 7e Zn) de | {on +2 HS 


+22 (m+2|e] Hn+p?)- " dp, = 


etes 


\ 
(ar +È FFT - 


La sommation dans les accolades peut être ramenée à la sommation 
d’une progression géométrique de la façon suivante: 


HT 2 = e 
o= HUE Çe-mn ls _e-stetm—1 | én = 
0 n= 


> R £ d 9 
se fer 1 | én = 


[e-"n coth (|e] Hn) dn. (127, 11) 


0 


Pour trouver L’ il faut maintenant intégrer deux fois © par rap- 
port à m° et ensuite retrancher la valeur de la quantité obtenue 
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pour H—0. On trouve 


œ me 
L'=— pe ( {nlel Hooth(nle|H)—1 jdn+ a +eumt, 
0 


(127,12) 


où c, et c. dépendent de H, mais ne dépendent pas de m°. 

Des considérations de dimension et de parité par rapport à F1, 
il _ évident que Z’, comme fonction de H et de m, doit avoir 
la forme 


mi (#). 


C'est pourquoi les termes impairs par rapport à m° ne peuvent pas 
figurer dans L’, de sorte que c.—0. Quant au coefficient c,, on 
le détermine à partir de la condition suivant laquelle le dévelop- 
pement de L’ en puissances de H* commence par le terme en H*. 
En effet, le terme en H* dans L’ signifierait tout simplement le 
changement du coefficient dans le lagrangien initial L, — — H°/8n. 
Mais ce serait, en fait, la modification de la définition du champ 
et par cela même de Ia charge. C'est pourquoi l'élimination 
des termes en H*° signifie la renormalisation de la charge. Il est 
aisé de s'assurer qu'à cette fin il faut poser 


Enfin, effectuant dans (127,12) le changement de variable mn—1n 
on obtient définitivement 


L'(H; E=0)=2% Ÿ {—ncoth bn + 1 + LÉ ea, (127,13) 
0 


où b=|e|H/m:. 


Revenons au cas général où, outre le champ magnétique, il y 
a également un champ électrique Æ, parallèle à H et satisfaisant 
à la condition (127,4). 

Dans ce cas, pour calculer L’ il n’est pas nécessaire de résoudre à 
nouveau le problème de la détermination des niveaux d'énergie 
(e5"’) de l’électron dans un champ. Il suffit de remarquer que si 
l'on cherche la fonction d'onde, solution de l'équation du second 
ordre (32,7), sous forme du produit 


p= WE (2) ere, (y) 
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Gue(y) étant la fonction d'onde dans un champ magnétique pour 
E=—0 et p,=0), alors la masse m et le champ H ne figureront 
dans l'équation pour #;(z) que dans la combinaison 


m° + le] H (2n + 1 + o). 


Si maintenant on tient compte de ce que la sommation sur p, 
(duquel les niveaux d'énergie ne dépendent pas) donne toujours le 
facteur |e] H/2x, alors des considérations de dimension on peut 
écrire la quantité 


sous la forme 
2 pus hu 
a lelH Ne ele 
DH, EE D D rar” 


| LL F(a HE pa ce | a=lelE (127,14 


(chaque terme de cette somme est la quantité —d’ep ”/(dm*)" 
sommeée par rapport à tous les nombres quantiques, sauf n). Ici F 
est une fonction inconnue pour le moment qu'on trouve à partir 
des considérations de l’invariance relativiste. 

En effet, © doit être la fonction des scalaires H°—E* et 
(EH} = (EH) : 

O(A, E)=f(H°-—E*, (EH). 
C'est pourquoi 
O(0, E)—f(—E*, 0)=Œ@O({iE, 0). 

Mais on peut obtenir la fonction @®(iE, 0) de (127,11) par la subs- 


titution A — iE ; après le changement des notations de la variable 
d'intégration on trouve 


QUE, 0)= À e-we cotgndn. (127,15) 
U 


Comparant cette expression avec la limite O(H —-0, E) obtenue 
de (127,14), on peut trouver la fonction F. 

On effectue le passage à la limite H-—-+-0 dans (127,14) en 
remplaçant la sommation sur n par l'intégration sur dn = dx/2b: 


(0, E)= nfr() = = 2 [La (127,16) 
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Egalant les expressions (127,15) et (127,16) et dérivant cette 
égalité par rapport à l/a=7z on obtient 


F Le) 
2e = — [e-%n cotg nan. 
0 


Après cela la sommation dans (127,14) se ramène de nouveau 
à la sommation d'une progression géométrique et les calculs ulté- 
rieurs sont analogues à ceux qu'on a faits plus haut : exprimons ®O 
en fonction de m*, E et H, intégrons deux fois sur m°, retranchons 
la valeur pour E — H—0 et déterminons les constantes d'’integra- 
tion, comme lors de la déduction de (127,13). Le résultat définitif! : 


œ 
APE LEE 
En 

0 


QG = 


— (na cotg na) (nb coth nb) +1 —T (ab) dn, 


(127,17) 


. LE (LEÈE) 


mm m= 


Notons tout d’adord le caractère quelque peu conventionnel de 
l'écriture de cette formule. Elle n'est valable qu’à condition de 
la petitesse du champ électrique: a<£1 (127,4) [dont on n’a pas 
tenu compte sous une forme explicite dans (127,17)]. Ceci se ma- 
nifeste dans le fait que l'expression sous le signe d'intégration 
dans (127,17) possède des pôles pour n=nn/a(n=1, 2, s), 
ainsi, en toute rigueur, l'intégrale sous la forme écrite n’a 
pas de sens. C’est pourquoi (127,17) ne peut servir, au fond, que 
pour obtenir des termes d’une série asymptotique (cf. plus bas) 
suivant les puissances de a par l'intermédiaire du développement 
formel de cotg a. 

Du point de vue mathématique, à l'intégrale (127,17) on peut 
donner le sens en contournant les pôles dans le plan des n com- 
plexes. Par suite L’ et, par conséquent, la densité de l'énergie W” 
acquèrent la partie imaginaire. Le caractère complexe de l'énergie 
signifie comme d'habitude le caractère quasi stationnaire de l'état =. 
Dans le cas donné la stationnarité est affectée par la création de 
paires, et les quantités —2ImW’ représentent la probabilité w 


1 Ce résultat a été obtenu pour la première fois par W. Heisenberg et 
H. Euler (1935). Dans les calculs exposés on a utilisé également les idées de 
la démonstration proposée par V. Weisskopf (1936). 

* Le sens de contournement dans l'intégrale doit être choisi de façon qu'on 
a ImW'”< 0, ce qui correspond à la règle habituelle de remplacement de masse 
m? —+ m° — i0 (c'est-à-dire dans le cas donné : a —+ a+i0). 
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de création d’une paire dans l’unité de volume à l’unité de temps; 
étant donné que les petits suppléments à W et L ne diffèrent que 
par le signe, la probabilité w, exprimée en fonction de E et AH, 
est égale simplement à 

w—2ImLlL”. (127,18) 


Il est évident qu'elle est proportionnelle à e-%« [cf. plus bas 
(127,20)]. C'est justement grâce à la petitesse exponentielle de 
ImW' pour a<1l que la série asymptotique en puissances de a, 
dont le nombre de termes conservés est fini, a un sens. 
Considérons les cas limites de la formule (127,17). Pour les 
champs faibles (a<£ 1, b<£ 1) les premiers termes du développement : 


, m4 (a°—b*) +7 (ab}° et . —_ . 
Le TE (ES H 9) + 7 (EH) ]. (127,19) 
En particulier, pour b=—0 la correction relative 
L’ a° 
L, 452: 


Notons également qu'après avoir exprimé L en fonction des in- 
variants £*°— H° et EH [comme dans (127,19)], la formule devient 
par cela même applicable dans un système de référence arbitraire 
(et non seulement dans celui où E|H). 

La partie imaginaire de L’ pour a<£ 1 peut être obtenue à par- 
tir de l'intégrale (127,17) en calculant le demi-résidu au pôle 
de la cotangente le plus voisin de zéro, c’est-à-dire pour na = n—i0. 
Conformément à (127,18) cela donne la probabilité de création d’une 
paire par un champ électrique faible : 

m*__, | jeEh \?mc° / mc \: : = 
= Tr eee (UE) (+) eXpP Sn .(127,20) 
Dans un champ magnétique fort (a—0, bS1) on part de 

e formule (127,13) écrite (après le changement bn — n) sous la 
orme 


, _ mb? g e "VB  ncothn—1 
Lars 6 
Pour bŸ 1 dans cette intégrale est essentiel le domaine 1 <n<b, 
où e-WbZ&], donc on peut négliger le deuxième terme dans les 
parenthèses et couper (avec la précision logarithmique) l'intégrale 
selon les bornes n = 1 et n& 6. Alors 


,  mtb? 


(le calcul plus précis remplace Inb par Inb—2,29). Dans ce cas 
le rapport 
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On voit donc que les corrections .radiatives aux équations du champ 
ne pourraient atteindre la valeur relative d'ordre d'unité que dans 
les champs exponentiellement grands: 


m° 
H Re. (127,22) 

Néanmoins, les corrections calculées ont le sens: elles affectent 
la linéarité des équations de Maxwell et par cela même conduisent 
aux effets observables en principe (par exemple à la diffusion de 
la lumière par la lumière ou par un champ extérieur). 

Les relations entre les champs ÆE et A et les potentiels À et 
restent, par définition, les mêmes (127,6). Par suite, le premier 
couple d’équations de Maxwell ne change pas non plus: 


div H=0, rot E— 27. 


Quant au deuxième couple d'équations, on l'obtient par varia- 
tion de l’action 
S=\(L,+L')dix 


par rapport à À et . Elles peuvent être écrites sous la forme 


rot (H—4nM)=T(E+4nP), (127,23) 
div(E+4nP)=0, (127,24) 
avec les notations: ; 
’ dL’ 
PS, M=%. (127,25) 


Par leur forme les équations (127,23), (127,24) coïncident avec les 
équations macroscopiques de Maxwell pour le champ dans un milieu 
matériel!. On voit que P et M ont le sens de vecteurs polarisations 
électrique et magnétique du vide. 

Notons, enfin, que P et M s’annulent pour le champ d'une 
onde plane, où, comme on le sait, les deux invariants E*—H° 
et EH sont nuls. En d’autres termes, pour une onde plane les cor- 
rections non linéaires dans le vide sont absentes. 


Problèmes 


1. Déterminer la correction au champ d'une petite charge immobile e,, due 
à la non-linéarité des équations de Maxwell. 
Solution. Pour H—0 on a de (127,19) 


OL’ a x 
PEGE Sümnn FE ds 
t En comparant il ne faut pas oublier qu'en électrodynamique macrosco- 


pique la valeur moyenne du champ magnétique est désignée par 8 ct non par H, 
comme ici. 
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Dans le cas de la symétrie centrale on a de (127,24) 
(E + 4nP) r° = const = e, (2) 


(la constante cest déterminée de la condition que pour 7 + æ le champ coïncide 
avec le champ coulombien de la charge e;). La solution approchée de (2) donne 


rè 45nmtrt } ? 


ou 
_af,__ 2e 3 
=4 (: SE @) 


Il faut distinguer la correction dans (3), non linéaire par rapport à e,, de 
la correction linéaire dans (112,6), due en fin de compte à la non-uniformité 
du champ coulombien. La correction dans (3) est d'ordre plus élevé par rapport 
à &, mais elle décroiît plus lentement avec la distance et augmente plus vite 
avec l'accroissement de e.. 

2. Evaluer directement la probabilité de création d'une paire dans un champ 
électrique faible, uniforme et constant à l'approximation quasi classique avec 
la précision exponentielle (F. Sauter, 1931). 

Solution. Le mouvement dans le champ faible Æ (de potentiel q = 
— — Er=-—Ez qui change lentement) est quasi classique. Etant donné que la 
fonction d'onde du positron final fugure dans l'amplitude de réaction sous forme 
d’une fonction initiale «à fréquence négative», on peut considérer la création 
d’une paire comine transition d’un électron de l'état «à fréquence négative» à 
l’état « à fréquence positive ». Dans le premier d'entre eux, en présence du champ, 
l'impulsion quasi classique p (z) est déterminée par l'égalité 


e=—Vp#(2)+m°+lelEz, (1) 
e= +Wp°(2)+m°+lelEz. (2) 


Le passage du premier état au second implique le franchissement d'une barrière 
de potentiel [domaine de p(z) imaginaire], séparant les domaines des dépen- 
dances (1) et (2) avec p (2) réels pour e donné. Les frontières de cette barrière 
z, et z, sont situées à p (2) —0, c'est-à-dire 


e=—m+l|lelEz, e=+m+lelEz.. 


La probabilité de franchissement d'une barrière quasi classique 


2, : | 
w & Exp (2 \ | p (2) [de }=exs (HT \ V1l—5 &) , 
Ze 0 


am 
es (FE) 


en conformité avec (127,20). 


dans le second par 


d'où 


$S 128. Calcul des intégrales sur les domaines 
quadridimensionnels 


Rassemblons ici certaines règles et formules, utiles au calcul 
des intégrales apparaissant dans la théorie des corrections radiatives. 
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La forme type d'une intégrale correspondant à un diagramme 
de Feynman est 
f (k) dk 


(128,1) 


où a,, a:, ... sont des polynômes du second degré par rapport au 
4-vecteur À, f(k) est un polynôme de degré quelconque n’, et l'inte- 
gration s'effectue par rapport à tout l’espace k à quatre dimensions. 

Il est commode de calculer de telles intégrales par la méthode 
(appartenant à Feynman, 1949) qui est basée sur la transformation 
préliminaire (paramétrisation) de l'expression à intégrer par l’intro- 
duction des intégrations supplémentaires par rapport aux variables 
auxiliaires E,, &,, ... d’après la formule 


I Ô (Er ++... +En—1) 
ns —— ] x oo 
did2.. 0 Gt à ja fa PR (ab + abs +... ann)" (128,2) 


0 


Par suite d’une telle transformation il apparaît au dénominateur 
la n-ième puissance d’un seul polynôme du second degré à la place 
de n polynômes quadratiques différents. 

Eliminant la fonction ô par intégration sur dE, et introduisant 
de nouvelles variables conformément à 


Éd EX Ni sua Énei 
Er FE + .. +1 ZX 


on obtient la formule (128,2) sous une forme équivalente: 


1 x 
Ù 
= (m1)! (dx, (dx. . 
0 0 


Xn—s 
(1) 


0 RTE Aaixanr +de (Xn=e—Xn=i) + 0 + an (1 —0)l" 


Pour n=2 cette formule prend la forme 


= 
Gide  Jlax+u:(1—x)f 


(128,4) 


et peut être vérifiée par le calcul direct. Pour n quelconque la 
formule peut être démontrée par récurrence sur #1. En effet, effec- 
tuant dans (128,3) l'intégration sur dx,_,, on obtient au second 
membre de l'égalité la différence de deux intégrales (7—2)-uples 
du même type. Supposant la formule valable pour elles, on obtient 


| l 1 
Gy—G2 203. ..0h Ga... |? 
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ce que coïncide avec l'expression au premier membre de l'égalité 
(128,3). 

Dérivant (128,3) par rapport à a,, a,, ... on peut obtenir les 
formules analogues qui servent pour la paramétrisation des inté- 
grales contenant aux dénominateurs des polynômes quelconques de 
puissances supérieures à l'unité. 

La régularisation des intégrales divergentes s'effectue par une 
soustraction de ces dernières des intégrales du type analogue. Pour 
calculer une telle différence, il peut s’avérer rationnel de trans- 
former au préalable la différence des expressions à intégrer [dont 
chacune a été déjà transformée à l’aide de (128,2)] en se servant 
de la formule 


] 
] 1 n (a—b) dz c 
CE [(a—b)z+b/"+1" (168,9) 
Après la transformation conformément à (128,3) l'intégration 
quadridimensionnelle dans (128,1) se réduit à la forme 
[ (&) dk 
er (128,6) 


—1) — a j': ? 


où / est un 4-vecteur et «° un scalaire, tous les deux étant fonc- 

tions des paramètres x,, ..., x,_-,; le scalaire &° est supposé positif. 

Si l'intégrale (128,6) est convergente, on peut y effectuer le 

changement de variables k—/!—k (déplacement de l'origine des 

coordonnées), après quoi elle prend la forme 
F (k) dék 


EDS (128,7) 


[avec une autre fonction f(k)], de sorte que le dénominateur ne con- 
tient que le carré k°. Quant au numérateur, il suffit de se limiter 
à la considération des fonctions scalaires f —F(k°). En effet, pour 
les intégrales avec les numérateurs d’autres types on a 


kvF (k°) dtk 


Tex —0, (128,8) 
RURVEF (R°) d‘k … 1 : k°F (k?) dék 
AT er OA ATP TE (128,9) 


vhtks & k°)° F (k°) dk 
Re d R _ (ee + grPe* + g£Y) \ men RES ( 128, 10) 


etc., comme cela est déjà évident des considérations de symétrie 
(pour l'intégration par rapport à toutes les directions de À). 

Dans l'intégrale initiale (128,1) chacun des facteurs a,, a,, ... 
au dénominateur possède (comme fonction de À;) deux Zéros qui 
sont contournés lors de l'intégration sur dk, conformément à la 
règle habituelle ($ 76). Après la transformation en la forme (128,7) 
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au lieu de 2n pôles simples l'expression à intégrer n’a que deux 
pôles d'ordre n qu’on contourne suivant la même règle (chemin C 
sur la fig. 24). Déplaçant le contour d’intégration, comme il est 
indiqué par les flèches, on peut le faire coïncider avec l'axe ima- 
ginaire dans le plan k, (C’ sur la fig. 24). En d’autres termes, la 


Fig. 24 


variable 4, est remplacée par k,—=ik; avec la variable réelle k;. 
Changeant également la notation À en k’, on aura 


RER RE —(R +R") =—Rk", (128,11) 


où k’ est un 4-vecteur dans la métrique euclidienne. Alors d‘k se 
transforme en 


dk — dk” = ik" d 40, 


dQ étant un élément d’angles solides à quatre dimensions. L’intégra- 
tion sur dQ donne 2x° (cf. II, $ 107), alors 
dik — in®k"d (k”°). (128,12) 


Désignant k*—7z on obtient définitivement 


F(k)dik ie .(F(—2)2de 
(k°— a)" He (— 1) LLLS (2+ a*)1 e (128,13) 
En particulier, 
ne CE (128, 14) 


Ra" Um-D(n—1)(n—2) * 

La partie logarithmiquement divergente dans les intégrales 
(128,7) peut être séparée sous la forme 

dik 

PS (128,15) 

Il est aisé de voir que dans une telle intégrale la transformation 

k— k+I est admissible. En effet, la différence des intégrales ini- 

tiale et transformée 


or — eF ex} dé 
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représente une intégrale convergente, c’est pourquoi le changement 
kR—k+1 y est en tout cas admissible. Effectuant ce changement 
et ensuite encore un changement k — —k, on obtient l4 même quan- 
tite avec le signe contraire, d'où justement s'ensuit sa nullité. 
L'intégrale linéairement divergente doit avoir la forme 
rer ee (128,16) 
[Ck— 1} — a*f ? j 
mais une telle intégrale ne diverge en fait que logarithmiquement : 
l'expression à intégrer est asymptotiquemnent égale à k+/(k°)° (pour 
k — oo) et s’annule quand on prend la moyenne par rapport aux 
directions. Le déplacement de l’origine des coordonnées ne laisse 
toutefois pas inchangée l'intégrale (128,16), mais lui ajoute une 
constante additive. Montrons-le pour le cas d’un déplacement infi- 
niment petit # — k+ ô/ en ar la différence 


ke + Ôlr 
|) \ IG ST Ter } de. (128,17) 
Aux termes du premier ordre en ô{ près: 


LOC 4 GG 8 
a = (ia rh d'e 


En prenant la moyenne par rapport aux directions dans le premier 
terme on remplace le numérateur par k*ôlr [cf. (128,9)], après quoi 
on trouve ! 


arabe (sr = — + 6e. (128,18) 


Dans les expressions définitives des corrections radiatives on 
trouve souvent la fonction transcendante définie par l'intégrale 


F(E)= ÉTEPS (128,19) 
0 


(on l'appelle parfois fonction de Spence). Notons ici, à titre de 
référence, certaines de ses propriétés : 


FŒ+F(E)=R+ Sin, (128,20) 
F(—E)+F(—1+5=—%+inEm(IE), (128,21) 
F(D=%, F(-)=—% (128,22) 

Le développement pour les petits E: 
FE=i—E + Et. (128,23) 


: _1 Le calcul plus encombrant conduit au mème résultat également pour !/ 
ini. 


CHAPITRE XIII 


FORMULES ASYMPTOTIQUES 
DE L’ELECTRODYNAMIQUE QUANTIQUE 


S 129. Comportement asymototique du propagateur 
photonique pour de grandes impulsions 


Au $ 111 on a calculé le premier (en æ) terme du développe- 
ment de l’opérateur de polarisation æ (k°) et on a trouvé que pour 
|#|È>m* avec la précision logarithmique il est de la forme 


#(k)=Lk nl. (129,1) 


On a indiqué dans le paragraphe 111 que d’après le sens de la 
déduction de cette formule (comme correction en première appro- 
ximation au propagateur 4rD-'=—k®) on supposait satisfaite la 
condition 
Line, (129,2) 
ce qui limite l’application de la formule pour des grands |k°|. 
Montrons maintenant qu’en effet l’expression (129,1) reste valable 
à la condition bien moins restrictive 
œ k° 
Zinlle 1. (129,3) 
La démonstration consiste en ce qui suit. Avant tout remar- 
quons que, quoiqu’à la condition (129,3) la contribution à Æ (4°) 
puisse provenir, en principe, des termes de tous les ordres (en 
a) de la série de la théorie des perturbations, dans chaque 
ordre (n-ième) il ne faut tenir compte que des termes en 
a" In"(|k°l/m°), contenant le grand logarithme à la même puissance 
que &; les termes contenant le grand logarithme à la puissance 
inférieure sont notoirement petits en vertu de l'inégalité a & 1. 
Ensuite, l'étude de la série de la théorie des perturbations 
pour ® peut être ramenée à l'étude des séries pour # et Fr à l'aide 
de l'équation de Dyson 
4 di 
PIRE Tr (vS(o +) (p+R, pi À) Sp) gun (129,4) 


1 La position du problème exposée et les résultats appartiennent à L. Lan- 
dau, À. Abrikossou ct /. Khalatnikou (1954). 
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[cf. (105,4)]. La fonction æ (£*) étant invariante de jauge, pour la 
calculer on peut choisir n'importe quelle jauge pour les quantités 
$ et T. La plus commode à cette fin est la jauge de Landau, où 
le propagateur photonique a la forme (77,11): 


4 R,Rk, 
Duv() — Eat) (129,5) 


[D® = 0 dans (101,17)]. Il se révèle que dans cette jauge les séries 
de la théorie des perturbations pour $# et Tr ne contiennent pas 
du tout de termes avec les logarithmes aux puissances nécessaires. 
C'est pourquoi il suffit de substituer dans (129,4) à £# et l'* leurs 
valeurs à l’approximation d'ordre zéro: $—G, Tr—+#. Alors 
l'expression (129,4) se réduit à l'intégrale 


44 d 
P()=E SE Tr | v,G(p+A)vG(p) ER. (129,6) 


C'est l'intégrale de Feynman, correspondant au diagramme (111,1) 
de la première (en &) approximation, qui conduit (après la renorma- 
lisation appropriée) à la formule (129,1). 

En abordant la démonstration des affirmations faites, examinons 
avant tout l’origine du logarithme dans l'intégrale (129 6). Il est 
aisé de voir que le terme logarithmique est dû au domaine 
d'intégration 

PDl1Æ| pour |Æ|> me. (129,7) 
En effet, développant formellement G en puissances de 1/p on a 


p 
L l 1 5 1 1: 5 
@—*) p—k Le. P P 


Après la substitution dans (129,6), le premier terme, ne dépen- 
dant pas de k, disparaît à la suite de la régularisation (en 
accord avec la condition ®/k°—+0 pour k°—+0). Le deuxième terme 
s’annule par l'intégration suivant les directions de p. Quant à la 
troisième intégrale, elle diverge logarithmiquement par rapport à 
p°; en la calculant dans les limites de p°—]k*] [la limite infé- 
rieure du domaine (129,7)] à un certain «paramètre de coupure» 
auxiliaire A*, on obtient 


(129,8) 
Pour la régularisation, il faut retrancher de ®/k° sa valeur pour 


%—0. Mais, étant donné que la précision logarithmique suppose 
la condition |k|5> m°, au cours du calcul avec cette précision la re- 
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gularisation s'effectue par la soustraction de la valeur pour |k?| = m®, 
à la suite de quoi A* dans l’argument du logarithme est remplacé 
par m° et on arrive à (129,1). 

Etant donné que les corrections à $ et Mr qui nous intéressent 
ont le caractère logarithmique, si l’on en tient compte, $ et Tx 
diffèrent de G et y" par les facteurs logarithmiques qui changent lente- 
ment. C’est pourquoi dans l'intégrale exacte (129,4) sera essentiel 
le même domaine (129,7) que dans l'intégrale approchée (129,6). 
Néanmoins, on ne peut pas poser simplement k=0 dans FF(p+k, p; k): 
à cause de la divergence quadratique de l'intégrale, sa ré- 
gularisation exige de plus la considération de deux termes suivants 
du développement de F“(p+k, p; k) en puissances de k. Pour- 
tant, nous nous bornerons ici à la discussion des corrections à 
Te (p, p; 0), qui montre d'une façon suffisamment claire le rôle du 
choix de la jauge et la différence de caractère des intégrales pro- 
venant des diagrammes de différents types. Notons également que 
l'étude analogue pour # n'est pas nécessaire car les corrections à 
T et £ sont liées entre elles par l'identité de Ward (106,8). 

À la première (en &) correction à l'(p, p; 0) correspond le dia- 
gramme 


et par suite l'intégrale! 
; | d: 
Te = — ia | 1 G(p,)v* G(p1) v" Da, (p— pr) ex + (129,9) 
Dans la jauge habituelle on a 
4n 
D,,(P—P)= 85? 


et dans l’intégrale est essentiel le domaine p?ÿ> p°, où elle diverge 
logarithmiquement. Calculant l'intégrale 


Te © — 4nai Î FRS _ (129,10) 


1 Pour éviter les malentendus au cours de la comparaison avec les résultats 
du $ 115 rappelons qu'au $ 115 les deux extrémités électroniques du dia- 
gramme ont été supposées physiques, tandis qu'ici il est supposé p5[k"|5mi, 
c'est-à-dire que les deux lignes sont notoirement non physiques. 
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et régularisant le logarithme, on obtient 


Fr RE ve nË ; 
Dans la jauge de Landau au lieu de (129,10) on obtient l'intégrale 


FrAz— Arai | tro Pi Piÿa — PEV* fpenss 
Prenant la moyenne suivant les directions p, et regroupant les 
matrices y, on trouve que cette intégrale s’annule, donc le terme 
logarithmique dans Fr"? disparaît. 

Pour les corrections du second (en &) ordre considérons le dia- 
gramme 


L'intégrale correspondante : 


Pr = — a \ v'G (p:) v” G (p,) v°G (p:) v° G (p.) v° X 


d‘p,d'p, 
X D, (P: — P;) Dis (p— Pa) —5 5 — 


Pour la jauge habituelle des fonctions D cette intégrale contient 
le terme avec le carré du logarithme, provenant du domaine d’in- 


tégration 
PP p3 > p. (129,11) 


En effet, négligeant p, dans l'argument de la fonction D,, (p,—p,), 
l'intégration sur d‘p, devient la même que dans (129,9) et donne 
Inp3; l'intégration suivante sur d‘p, a de nouveau le caractère 
logarithmique et conduit au carré In°(pi/m?). Mais si l’on choisit 
pour les fonctions D la jauge de Landau, dans les deux intégra- 
tions les termes logarithmiques disparaissent. 


1 Les corrections à G-! pour les deux jauges, déterminées de 1a correc- 
tion à FM à l’aide de l'identité (106,8), sont, comme il fallait s’y attendre, en 
accord avec les résultats du $ 117. 


COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU PROPAGATEUR PHOTONIQUE 161 


La même situation a lieu pour tous les autres diagrammes fai- 
sant partie du diagramme squelette 


(129,12) 


Quant aux diagrammes d’autres types aux lignes photoniques inter- 
sectées, par exemple, ceux faisant partie du diagramme squelette 


(129,13) 


[cf. (104,11)], ils ne contiennent pas du tout de termes logarith- 
miques à la puissance nécessaire, quelle que soit la jauge (on ne 
peut pas y séparer le domaine de valeurs des variables où l'in- 
tégrale se réduirait à quelques intégrations logarithmiques consé- 
cutives). 

Ces raisonnements (et les raisonnements analogues pour les 
termes suivants du développement de F en puissances de k) confirment 
que dans la jauge de Landau il n’apparaît pas de corrections à # 
et [avec les logarithmes aux puissances nécessaires de sorte que 
nn (129,1) est effectivement valable aussi à la condition 
(129,3). 

La fonction ©(k°), correspondant à l’opérateur de polarisation 
(129,1), a la forme 

] 

œ , |k*|” 
En vertu de la condition (129,3) on n’a pas besoin de développer 
cette expression en puissances de «!. 


D(k)= € (129,14) 


1 Cette formule peut être déduite également des propriétés fonctionnelles 
des propagateurset des parties de sommet, qui expriment la renormalisabilité de 
l'électrodynamique quantique ; cf. L. Landau, «On the quantum theory of 
fields» in « Niels Bohr and the Development of Physics» (ed. by W. Pauli), 

. 52, Pergamon Press, Oxford 1955; Bogolyubov and Shirkov, Soviet 
hvsics JETP 3, 57, 1956. 
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Prêtons l’attention à l'accroissement de quand le logarithme 
In(|k°|/m°) s'approche de la valeur 3x/«. À cet accroissement est 
liée la limite d’applicabilité de la formule (129,14) pour les 
grands |k°]. En effet, en déduisant cette formule on a négligé le 
diagramme (129,13) (et d’autres, à nombre encore plus grand de 
lignes photoniques grasses) par rapport au diagramme (129,12). 
Mais chaque ligne de ce type ajoutée au diagramme y apporte le 
facteur e* contenant le propagateur exact ©. Alors le rôle du 
petit paramètre est tenu, au lieu de æ—=e*, par 


œ 


(e2 Lk° 1° 
l—- In ME 
c'est pourquoi la validité des abstractions indiquées exige que soit 
satisfaite la condition l 
1—inlËlS à. (129,15) 

Quand, à mesure que |k*| s'accroît, le premier membre de cette 
inégalité devient comparable, en ordre de grandeur, à «, le petit 
paramètre disparaît en fait de la théorie. On arrive de cette façon 
à la conclusion importante que l’électrodynamique quantique, en 
tant qu’une théorie à l'interaction faible, est incomplète au point 
de vue logique. Or, tout l’appareil de la théorie existante est 
lié justement à la possibilité de considérer l’interaction électro- 
magnétique comme une petite perturbation. 

On pourrait croire qu’une telle théorie doit être complétée dans 
le domaine de très hautes énergies par la théorie du «couplage 
fort». Il y a, pourtant, des raisons sérieuses de supposer que dans 
le cadre de conceptions existantes ce ne soit pas possible non plus, 
de sorte que l’électrodynamique quantique se révèle non seulement 
incomplète en tant qu’une théorie du «couplage faible», mais 
logiquement incohérente en principe. 

À cette conclusion conduit l’analyse des difficultés dues 
la formule (129,14) si au cours de sa déduction on effectue la re- 
normalisation non pas «en marche» mais à l’aide de l'introduction 
préliminaire de la charge «d’amorçage» de l'électron e,, que l’on 
choisit ensuite de façon à obtenir la valeur observable correcte de 
la charge physique e ($ 108). Si l'intégrale est «coupée», comme 
on l’a fait plus haut, selon une limite supérieure auxiliaire A, 
la charge d’amorçage en dépendra: e. —e, (A), et en conclusion il 
faudra passer à la limite A —+ oo. 

Avec une telle méthode de résolution du problème l'opérateur 
de polarisation sera 
A3 


e3 
P(Æ)=— 5 Ain TE 
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[expression (129,8) avec e,. à la place de e] et par suite 


Déterminant maintenant la charge physique e conformément à la 
condition 


aD(H)— Re pour m6, 


on obtient 
2 
CE —"— (129,17) 
14 In 2 
ou . 
D 
= ER (129,18) 
3n mn 


Pourtant, ces formules ne permettent pas en elles-mêmes 
de passer à la limite A —+. On voit de (129,18) qu’à mesure 
que À s’accroît (pour une valeur donnée de e°), e? augmente aussi ; 
dès que e?— 1, les formules deviennent inapplicables, parce que 
leur déduction est basée sur la supposition 


e2 1 


comme condition d’applicabilité de la théorie des perturbations 
à l'interaction « d’amorçage ». 

Pourtant, cette difficulté peut être tournée à l'aide des con- 
sidérations suivantes (L. Landau, I. Pomérantchouk, 1955). 

Soit A°/k? si grand que 


2 
€c A° 
ame>l, 


mais en même temps encore e<£ 1. Alors dans (129,16) on peut 
négliger l'unité au dénominateur : 


D(E)= — 2. (129,19) 
kef n° F3 
et par conséquent 
=. (129,20) 
1n° — 
m= 


Introduisons au lieu de l’opérateur de 4-potentiel Ar du champ 
électromagnétique le 4-vecteur %#—e Ar. Alors l’hamiltonien de 
l'interaction H;,, ne contiendra pas de charge d’amorçage e, et 
l’hamiltonien du champ libre H, (quadratique par rapport à Ar) 
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contiendra e? au dénominateur. Et la fonction © (k°), définie en 

fonction de %r de la même façon que © (k°) est définie en fonc- 

tion de À", sera | 
DE)= TE DE)= TE Se 

TE 
Cette expression ne contient pas e.. Cela signifie qu'elle corres- 
pond à négliger dans l'hamiltonien H :: H, +H.,, le terme H, dépen- 
dant de e.. Mais s'il est possible (pour les A grands) de 
négliger H, devant H.;,, dès que e<£ 1, il est naturel de penser 
que c’est d'autant plus valable pour les valeurs non petites de ei. 

De cette façon, la formule (129,19) et simultanément (129,20) 
cessent d’être liées à la condition e5<£1 et le passage à la limite 
A —+ 0 devient possible. Mais alors e* —0 indépendamment de la 
forme de la fonction e. (A). Une telle «annulation» de la charge 
physique rend impossible la renormalisation rigoureuse. 

On ne peut, bien sûr, considérer les raisonnements exposés comme 
une démonstration rigoureuse de ce résultat. Pourtant, ils repré- 
sentent une indication serieuse de l’incohérence interne possible de 
l'électrodynamique quantique existante. 

En même temps il faut souligner qu’en electrodynamique quan- 
tique les difficultés exposées ne peuvent avoir qu’une valeur purement 
théorique. Elles apparaissent pour les énergies fantastiquement 
grandes = meÿ%?%, n'ayant aucun intérêt réel. On peut s’attendre 
qu'en fait les interactions électromagnétiques «se mêlent» incom- 
parablement plus tôt aux interactions fortes, ce qui fait que 
l'électrodynamique pure perd le sens. 


$ 130. Séparation des termes bilogarithmiques 
dans l'opérateur de sommet 


Les corrections du type (&L})" (L étant le grand logarithme) ne 
peuvent devenir essentielles, comme il a été déjà noté à la fin du 
paragraphe précédent, qu'aux énergies fantastiques et pour cette 
raison n’ont qu'une signification purement théorique. Mais dans 
les amplitudes des processus réels de diffusion apparaissent égale- 
ment des corrections beaucoup plus grandes, du type (&L*})'. De 
tels termes, contenant un carré du logarithme pour chaque puis- 
sance de «, sont appeles bilogarithmiques. 

Ainsi, conformément à (115,21) la première correction au facteur 
de forme électronique, c’est-à-dire à l’amplitude de diffusion d’un 
électron par un champ extérieur, pour les grandes valeurs du carré 
de l'impulsion transférée { =: q* contient le terme d'ordre 


CAPTER, (130,1) 
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La condition d'’applicabilite de la théorie des perturbations exige 
que cette grandeur soit petite; elle est violée pour les énergies 


emVi = me'va (130,2) 


qui, quoique très grandes, sont cependant sensiblement inférieures 
à celles données par la condition (129,3). Proposons-nous de nous 
débarrasser de cette limitation et d'obtenir les formules valables 
à la condition 


ain =<l. (130,3) 


Notons avant tout qu’à cette condition les corrections unilo- 
garithmiques sont 


ran=<Va<l 


et peuvent, donc, être omises. Puisque, d’autre part, dans $ et D 
les corrections bilogarithmiques sont absentes, cela signifie que 
maintenant ces fonctions sont égales simplement à leurs valeurs non 
perturbées G et D. 

Le calcul de l'opérateur de sommet F, lui, exige la sommation 
des termes bilogarithmiques provenant d'une série infinie de 
diagrammes. Ce problème est traité dans le paragraphe suivant. 
Mais d’abord exposons la méthode qui permet de séparer les termes 
bilogarithmiques de certaines intégrales de Feynman avant d'’v 
effectuer les intégrations par rapport à toutes les variables (V. Sou- 
dakov, 1956). 

Considérons la correction du premier (en «) ordre à l'opérateur 
de sommet, représenté par le diagramme (115,1) qu'il nous sera 
commode de représenter ici (changeant Îla notation des variables) 
sous la forme 


(130,4) 


P2 
ou, sous forme analytique : 


PHP (p. Pis 9) = 


ie (___ve-temwo-f+mréf 
à a] PE OT D m0 qe og + (190,5) 
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Soit 
191 > pt, pi, m4, (130,6) 


les extrémités p,, p. pouvant être aussi bien physiques que vir- 
tuelles. De (130,6) il résulte 


] à a 
IPP:l& SI > Pi, pè, rm, (130,7) 


c'est-à-dire que les 4-vecteurs p, et p, ont les grandes composantes 
pour les petits carrés (une telle situation est possible du fait que 
la métrique à quatre dimensions est pseudo-euclidienne). C'est 
justement aux conditions (130,6) que les termes bilogarithmiques 
apparaissent. 

On verra dans ce qui suit qu’au cours de l'intégration sur d‘f 
seront essentielles les valeurs relativement petites de f. C’est pour- 
quoi on peut négliger f au numérateur de l’expression à intégrer, 
alors l'* prend la forme 


RO = —  v(Pe+ m) y (Pi +m)vL, (130,8) 
où 

__ 
[pa — f)° — m° + i0] [(p1 — PF) — m° + i0] [F + i0] ” 
Le facteur matriciel dans (130,8) peut être simplifie si l’on tient 
compte de ce que dans les diagrammes [' figure toujours multiplié 

par les matrices (p,+m) et (p, +m): 
(P.+m)T (pi +m). (130, 10) 
En effet, si les lignes p, et p, sont virtuelles, ces facteurs provien- 


nent de G(p,) et G(p.); si les lignes correspondent aux électrons 


réels, F sera multiplié par u. et u, et en vertu des équations de 
Dirac on a 


(130,9) 


+ mn Pi +m 
Dm = Zn 


Permutant les facteurs matriciels et négligeant chaque fois, con- 
formément à la condition (130,7), les carrés apparaissants p?, pi, m° 
devant p,p,, on obtient 


(P,+ m) Te (p,+m) + (PP) (P. + m) w (pi + m) L. 
Donc on peut représenter l' définitivement sous la forme 
Peu y ll, (130,11) 


où 
t=qg & —2 (pipe). (130, 12) 
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Soulignons que l'intégrale /, converge pour les grandes valeurs de 
f et donc n’exige plus la régularisation. 

Le point principal des calculs ultérieurs est l'introduction de 
nouvelles variables d’intégration plus commodes. 

Décomposons f en composantes tangentielles et normales par 
rapport au plan p,, p,: 


f=up,-tup.+fi=fn+fi (130,13) 

fiPi = fip:=0. (130,14) 

Comme nouvelles variables choisissons les coefficients u, v et le carré 
D ——f\. (130,15) 


Des conditions (130,7) il ressort que la métrique dans le plan p,, p. 
est pseudo-euclidienne. C’est pourquoi l'axe des temps dans ce plan 
peut être choisi de façon que f., soit un 4-vecteur du genre espace 
et p > 0. 

Désignons temporairement par les indices O0 et x les composan- 
tes des 4-vecteurs dans le plan p,, p. et par les indices y, z les 
composantes dans le plan normal. Afin d'exprimer un élément de 


4-volume 
d'f = df1dfu 
en nouvelles variables on écrit 
° l 
dfi=|fildlfildp= dpdg — ndo 
[ayant en vue que l'expression sous le signe d'intégration dans 
(130,9) ne dépend pas de l'angle œ]. Ensuite 


a () 0, 1 X 
def, = |? Ve fo 


as 
Ou, v) du du =] p:6P2x — PaoP1x | du dv & 37 | g° | du dv. 


En effet, vu la petitesse du carré p?, on a pi, = pä,, par consé- 
quent 


a ° 2 
(PioPax — P20P1x)° Æ (P10P20 — PexP1x)° = (P1P:)° = (5) . 
Ainsi 
dif = +] é|du du d'f, — 5 | 1 |du dv dp. (130,16) 
Les calculs ultérieurs dépendent de la relation entre les gran- 
deurs p?, p;, m°. Considérons deux cas. 
Cas des lignes électroniques virtuelles 


Soient p,, p, les impulsions correspondant aux électrons virtuels, 


avec 
[il P31> m2. (130,17) 
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On verra que le domaine d'intégration principal, conduisant 
à l'expression bilogarithmique, est dans ce cas le domaine défini 
par les inégalités 


0<o<ltul, |tv|, | 2 ile 1. <|u|<£1. (130,18) 


Par conséquent, dans (130,9) on peut Ms m®°, p?, pi, f° a 
dénominateur de l'expression à intégrer devant (p,f) ou (p.f), de 
sorte que 


pi 


dif 


EP ET EUR Sé 
Et pour les quantités p,f, p.f, f* on a 
F= (up, +up,ÿ —p = —tuv—p, 
2 (pif) = 2p: (up: + vp,) & — (tv, 
2(p.f) = —tu. 
Alors  . 
r4 u 
her) uv” (130,20) 


D'après les conditions (130,18) l'intégration sur dp s'effectue 
dans les limites de O au plus petit des |{v| ou |fu| et donne 
min {| tul, |4> 1} 


dp = in min { l " J in pour {uv < 0, 
p+tuv—i0 Jul?  Îvl \ 0 pour {uv > O0. 
(130,21) 


Quant à l'intégration logarithmique sur dv, elle s'effectue Sa les 
limites de —1 à —|p?/{| et de |pi/t| à 1 (et de même sur du). 
Substituant (130,21) dans (130,20), l'intégrale du premier terme 
prise sur du dv s’annule à cause de l’imparité de la fonction sous 
le signe d'intégration. Quant à l'intégration du second terme, elle 
s'étend aux intervalles de valeurs de u et vu du même signe (pour 
t <0) ou de signes différents (pour { > 0). Dans les deux cas les 
domaines vu >0 et u<0O donnent (après l’integration sur du) Îla 
même contribution, et finalement on trouve 


|] | 
in US t t 
= 2 = In [In | (130,22 
NET 
(le signe coïncide avec le signe de f). 
Enfin, substituant dans (130,11), on trouve finalement 
mu, pi D=—gevinlS|n|é], (130.2) 


[g1>1ril 1313 me. 
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Cas des extrémités électroniques physiques 


Soient maintenant p,, p. des impulsions correspondant aux 
électrons réels, de sorte que 


pi = pi = m?. (130,24) 
Dans ce cas est essentiel le domaine d'intégration 
O<p<ltul, [tv], 
O<lv|, [u| 1. 
Vu que p?—m°=—p;—m®—0, en négligeant p? et pi devant p.f et 
p.f on ramène à nouveau l'intégrale (130,9) à la forme (130,19). 
Pour éliminer la divergence infrarouge, apparaissant dans ce cas, 


il faut introduire encore dans le propagateur photonique la masse 
finie du photon À<&m (cf. $ 115): 


(130,25) 


dtf 
A EEE UF 1) (130,26) 
Ensuite, on a 
PF = —tuv—p, 
2p.f = — tv + 2m°u, 
2p.f = —tu + 2m°v, 
donc 
= 7 dp du dv 
dois 2141 J p+tuv-FA—i0 u—tvu—Ttu! (130,27) 
où t—2m°/t € I. 
Après l'intégration sur do [analogue à (130,21)] on trouve 
P— (ÉLSS du dv 
1 2141 J Ju—Ttvu—tu’ 


l'intégration s'effectuant à la condition {uu+A*<0. Les domaines 
u > 0 et u <0 donnent de nouveau [a même contribution, et après 
l'intégration sur du on trouve 


in” it TÔ —v° 
I, Æ fa le À, (130,28) 


où ô—AÀ1/{ <Tt et on a tenu compte de ce que T1. 
Dans l'intégrale (130,28) deux domaines de valeurs de u con- 
duisent aux expressions bilogarithmiques 


I) TÉv<É|I, 
I) V 15 Eu <V 6/1. 
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Faisant abstraction dans chaque domaine des grandeurs appropriées, 
on obtient 


TL PR À: l 
L=% (ne El 44 in Ein +), (130,29) 


le premier terme provenant du domaine I et le second du domaine II. 
Enfin, substituant dans (130,11) on trouve définitivement 


TH (p., Pi: g=— v (ine EL 4 In bin +) (130,30) 
[gl > pi =pi= 1m", 
ce qui coïncide avec (115,21). 


$ 131. Expressions asymptotiques bilogarithmiques 
de l'opérateur de sommet 


Quand les corrections à F4, calculées au paragraphe précédent, 
deviennent de l’ordre de 1, le calcul de l'opérateur de sommet 
exige la sommation de toute la suite infinie de termes bilogarith- 
miques de toutes les puissances de &. La solution de ce problème 
devient possible grâce au fait que de tels termes ne viennent 
que des diagrammes du type déterminé, et les contributions des 
diagrammes d'ordres différents se trouvent liées l’une à l’autre 
par des relations simples. 

A savoir, les termes bilogarithmiques proviennent, comme on 
s’en convaincra plus bas, de tous les diagrammes de la forme 


(131,1) 


et ainsi de suite, dans lesquels chacune des lignes photoniques 
relie les lignes électroniques droite et gauche, les premières pou- 
vant se couper de n'importe quelle façon. 

Numérotons les impulsions /,, f.,, ... des photons dans l’ordre dans 
lequel se succèdent, disons, les extrémités droites des lignes photoni- 
ques. Alors les diagrammes différents d’un même ordre se différe- 
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ront l’un de l’autre par la permutation des extrémités gauches des 
lignes photoniques. Dans chaque intégrale de Feynman effectuons 
des abstractions au numérateur et au dénominateur, analogues à 
celles, effectuées dans l'intégrale (130,5); après cela transformons 
le numérateur de la même façon qu’au cours de la déduction de 
(130,11). Finalement la somme de tous les diagrammes à # lignes 
PR formant le terme en &" dans F, sera représentée sous 
la forme 


Tu un = qu Gt) [ (131,2) 


T,= 


= Y d*fs... d'fn | 
0 2 (Pas) 2 (Pafs+ Pala) ve 2Pafs tes + Pafn) 2 (als) se ? (Pals te. + Pan) EVE a. Fe 


(131,3) 


où la sommation s'effectue par rapport à toutes les permutations 
des indices des impulsions f, dans les produits p,f, (pour abréger, 
on n'écrit pas aux dénominateurs les termes £0 et A). 

Il est évident que si l’on permute d’une façon quelconque dans 
la somme (131,3) les indices des facteurs f, dans les produits p,f,, 
on n'aboutit qu’au changement de notations des impulsions et donc 
la valeur de /, reste la même. Donc, la sommation dans (131,3) 
peut être étendue à toutes les permutations des facteurs f, tant 
dans les produits p.f, que dans p,f,, le résultat étant divisé en- 


suite par n!: 
or PE 


per 2 per 1 per 2 
Utilisons maintenant la formule importante 


l 1 ]| I 
Zara baba) aa og VPN 


où la sommation s'effectue par rapport aux permutations des indi- 
ces 1, 2, ..., n1. L’application double de cette formule réduit la 
somme des intégrales au produit de n intégrales analogues du type 
(130,19) [ou (130,26)], de sorte que 


1,=— I. (131,5) 


1 Pour n—2 cette formule est évidente, et il est facile de la généraliser 
par récurrence sur n. 

Notons que nous avons, en fait, déjà utilisé la factorisation conformément 
à cette formule au cours de la déduction de la formule (96,14) pour la proba- 
bilité d'émission de photons mous. 
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Portant cette expression dans (131,2) et calculant la somme des 
T'" sur tous les n —0, 1, 2, ..., on obtient définitivement 


Te (pa Pi Devtexp (jt). (131,6) 


En particulier, substituant ici /, de (130,22) on obtient l'ex- 
pression asymptotique bilogarithmique de l’opérateur de sommet aux 
extrémites électroniques virtuelles 


LE (Pa Pi: q)= exp | Re — suite [in | 1, (131,7) 
rer pi > me 
(V. Soudakov, 1956). 


Et si l’on substitue /, de (130,29), on obtient l'expression 
asymptotique pour l'opérateur de sommet dans le cas des extrémi- 
tes electroniques réelles : 


TY(p,, P:: g)= exp {— + (ins Et FL L + 4In —- Ex | nn), (131,8) 
PDT ETES 

Le facteur par lequel Tr de (131,8) diffère de sa valeur non 

perturbée +" détermine également la distinction entre l'amplitude de 


diffusion d’un électron dans un champ extérieur et sa valeur de 
Born. C’est pourquoi la section de diffusion sera 


do = dog exp + (ins El 44 In LT nt) . (131,9) 


Pourtant, pour éliminer la divergence infrarouge il faut encore 
multiplier cette expression par la somme des probabilités d’émis- 
sion du nombre différent de photons mous d'énergie inférieure à un 
certain petit «,,.,, c'est-à-dire par la quantité 


Onax ( Umax 


Omax Omax 
1 + \ du, +7 \ du, \ no | | (131,10) 
0 


[cf. (120, 2)]. L'intégrale dans l’exponentielle est tirée de (118,14) 
(expression multipliant do:x4) et on trouve, en définitive, la for- 
mule asymptotique suivante pour la section de diffusion d'un élec- 
tron d'énergie e pour un grand transfert d’impulsion : 


do = dos exp! —% In let In}, (131,11) 


max 


1g* | 5 m?, In 


(A. Abrikossov, 1956). Le premier (en &) terme du développement 
de cette expression coïncide, naturellement, avec la formule (120,12). 
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& 132. Expressions asymptotiques bilogarithmiques de l’amplitude 
de diffusion d’un electron par un muon 


Les termes bilogarithmiques dans les expressions asymptotiques 
des amplitudes apparaissent non seulement pour la diffusion d’un 
électron dans un champ extérieur, mais également pour les processus 
de diffusion à deux particules. 

Comme exemple considérons la diffusion d’un électron par un 
muon négatif en nous limitant au cas de la diffusion en arrière, 
c'est-à-dire d'angle 6—x (V. Gorchkov, V. Gribov, L. Lipato, 
G. Frolov, 1967). Ce processus est le plus simple de deux points 
de vue. Premièrement, les deux particules n'étant pas identiques, 
il n’y a pas de diagrammes d’échange. Deuxièmement, au cours 
de la diffusion en arrière l’émission de photons mous est fortement 
atténuée, et par suite la divergence infrarouge n'apparaît pas. En 
effet, d’après (96,8) la section d’émission de photons mous 


o, 2, 2 A ? dwdo, 

do =a ——— À — 5 — ——— — —— n —— dOuast, 
l—0,n I—on  Îl—on  1—",n 4x0 

(132,1) 


où 2, ®, et de, 0, sont les vitesses des particules avant et après 
la collision. Mais dans le cas ultrarelativiste l'égalité des impul- 
sions est équivalente à l’égalité des vitesses, et avec cette précision, 
on a dans le référentiel du centre d'inertie pour la diffusion en 
arrière 

De —=— 0, —— 0e — 0, 


ce qui entraîne l'annulation de l'expression (132,1). 

Si le processus de diffusion en question correspond au canal s 
de la réaction, alors dans le canal ? il devient le processus de 
transformation d’une paire électron-positon en une paire p+u-. 
Dans ce canal la condition 6— x signifie la coïncidence des direc- 
tions du mouvement de e” et 7 (ainsi que de e* et u+). L'atté- 
nuation du rayonnement de freinage dans ce canal a l'origine 
particulièrement évidente, car la direction du mouvement de charges 
de chaque signe ne change pas. 

La simplification mutuelle des termes principaux dans la section 
d'émission conduit à ce que dans son expression asymptotique des 
corrections bilogarithmiques n’apparaissent pas du tout. De même, 
la divergence infrarouge n'apparaît pas non plus (avec la même 
précision bilogarithmique) lors de l'intégration par rapport aux 
impulsions de photons virtuels dans l'amplitude de diffusion. 

Si l’on décrit ce processus à l’aide des variables invariantes : 


s=(p.+p,), t=(p—py, u=(p.—p), 
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dans le cas ultrarelativiste, à la diffusion en arrière vont cor- 
respondre les valeurs 


s——t5mi, u =0. (132,2) 


En première (en &) approximation de la théorie des perturba- 
tions la diffusion d’un électron par un muon est décrite par le 
diagramme 


Pa — ?s 
À Pepe sat 
D Pr 
L’amplitude correspondante sera 
M$ = TE (ar peu) (ue y ut). (132,4) 


Le passage au cas limite (132,2) dans cette expression s'effectue 


en remplaçant le 4-vecteur matriciel y’ par sa «projection» y} sur 
le plan normal au plan p,, p. (ou, ce qui revient au même, au 
plan pu, p,, vu que p.&p,, p,Æ Pu pour la diffusion ultrarela- 
tiviste en arrière). En effet, ce sont les matrices 


L =  - l 22 4 
= Ve+ pd), = Pepe) 


qui sont les composantes parallèles au plan p., pe (la première 
coïncide avec y’, et la seconde est égale à #,y, où #2, est le vec- 
teur unité de la direction de p.). Utilisant les équations de Dirac 
pour les bispineurs u‘* et u‘# on trouve que 


a pat) AO pu) À, 


donc ces termes peuvent être omis. 
A l'approximation suivante il s'ajoute le diagramme 


f 
pe — 5 — 1 

F-p, | pare (132,5) 
fe Pe *PaT Fe 


et le diagramme aux lignes photoniques «intersectées», qu'il est 
commode de représenter sous la forme qui ne diffère de (132,5) 
que par le sens d’une des lignes continues 
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f 
De DS D 
F-pa V Pat (132,6) 


L'étude des intégrales correspondantes montre que dans les deux 
diagrammes apparaissent des contributions bilogarithmiques dues 
aux domaines de photons virtuels « mous » : 


[GF—p.Y|<me ou |(—pYI<me. 
Ces contributions sont liées aux divergences infrarouges des inté- 
grales et, d’après ce qu’on a dit plus haut, dans le cas donné elles 
doivent notoirement se simplifier mutuellement. Pourtant, dans le 
diagramme (132,6) il y a de plus la contribution bilogarithmique 


due au domaine de grandes impulsions : |f*|>>m;. C'est justement 
cette contribution qui doit être calculée. 
Au diagramme (132,6) correspond l'intégrale 


ae (Cu pme) mater) (un (fm) vaut) 
M}? NME don d° 13 
| ds (pe— D) (Fm) (PF —mE) (pe—FP FES 


(où on a déjà tenu compte de ce que p.# p4). Posons à nouveau 


f=up,+vpe+fi (132,8) 
[cf. (130,13)]. La contribution bilogarithmique vient du domaine 
défini par les inégalités 

[sut, [HIS pm, 


mi 
— lu, [v|<<1, 


où p——/f}- Le 4-vecteur f. est défini de façon que f,p,.—f,pe —0; 
dans ce cas (diffusion en arrière) il en résulte que dans le réfé- 
rentiel du centre d'inertie f —0, donc p = f\. 

Au numérateur de l'intégrale (132,7) on peut négliger m,, m., 
ainsi que tous les termes contenant u ou v; les facteurs uw ou “v 
au numérateur réduiraient les pôles correspondants au dénominateur 
(cf. plus bas), et de ce fait les carrés de logarithmes nécessaires 
n'apparaîtraient pas. Remarquant que 


(p—fÿ &tuz—su, (p,—fÿ Zz—s, Ff° = suv—p, 
et transformant l'élément d'intégration d‘f conformément à (130,16), 
récrivons l'intégrale (132,7) sous la forme 
a | Cu faut) Cu 7,409) 
ae Su - SU (suu — fr + i0)- 


(132,9) 


M = —5= sdudvd:f,. 
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Ensuite on transforme le numérateur de l'expression sous le signe 
d'intégration en prenant la moyenne suivant les directions f, et 
en remplaçant [pour les mêmes raisons qu’en (132,4)] y’, Y* par 
y}, v£. Après des transformations simples on obtient 


| M$ = MI, (132,10) 
où 
Jui p du dudp 
47° uu (Suv — p + i0)* 
Enfin, remplaçant identiquement au numérateur p —(p—<uv) + suv, 
on peut omettre le deuxième terme, qui réduirait des pôles simples 
et par suite ne donnerait pas de contribution bilogarithmique. De 
cette façon 
juin 200 — (132,11) 


4n* ) uu(p—suv—i0} ” 

Cette intégrale coïncide par sa forme avec (130,20), c’est pour- 
quoi l’intégration sur dp est effectuée de la même façon. Pourtant, 
étant donné que maintenant pS>mi, il apparaît la condition 
suv > my (au lieu de suv > 0). On trouve finalement 


Jus |, (132,12) 


21 uv 


le domaine d'intégration étant limité par les inégalités : 
mi : 
——<u, V<Ï, suv> my 


(pour le calcul avec la précision logarithmique les inégalités fortes 
S sont remplacces par les inégalités simples >). Le calcul direct 
donne 

JO = In 


Ne. (132,13) 


Aux approximations plus élevées de la thcorie des perturbations 
les contributions —aæ"In*s, qui nous intéressent, proviennent de 
diagrammes du type «échelle», analogues à (132,6), au nombre 
plus grand de «traverses». Donc l'expression asymptotique biloga- 
rithmique totale de l'amplitude de diffusion sera donnée par une 
somme infinie! 


1 La sommation dè cette série conduit à l'équation de Bethe-Salpeter 
($ 123), dont la résolution donne M};. Pourtant. il est plus commode d'utiliser 
la méthode de calcul exposée plus bas où on simplifie chaque terme avant la 
sommation. 
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Pa “TS De pp Rp —— 
My; = | + | | + oi + 
Pa Pa a Sn 
(132,14) 


Afin d'établir la forme générale de termes de cette somme con- 
sidérons encore le diagramme de la troisième approximation [troisième 
terme de la série (132,14)]. L'intégrale qui lui correspond peut être 
amenée à la forme 

(D __ AA (2) e) _ / & \: du, dv, du, dv. 
DA A ES -(+) de (132,15) 
avec le domaine d'intégration 


ne 
2 2 
— Use Vie Sls SUvs, SU, > My. 


La partie bilogarithmique de cette intégrale peut être séparée si 
l’on impose de plus aux variables d'intégration les conditions! 


LD Du. (132,16) 


Alors 
: 2 ( du, dv, du, du. 2 
192 (RE) SP = (a JT Br dm ds dn, 
où 
E;, = In “< = In V;, 
mL 


et le domaine d'intégration est défini par les inégalités 


- s 
> Mn BD Un 0 > Em > 0, =. 
M 


D'une façon analogue le n-ième terme de la série peut être re- 
présenté sous la forme M} = MPJ®, où 


I" (0) = Æ) \ dé, dn,.…..dë, dn,, (132,17) 
avec le domaine d’intégration 


>; (E=1, 2; .….. n), o>E,, n, > (. (132,18) 
L'amplitude de diffusion totale est égale à 


M, = M}? Li +2 J' «)] | (132,19) 


1 On pourrait appliquer cette méthode également au calcul de l'intègrale 
(131,3). 


178 FORMULES ASYMPTOTIQUES 


Pour calculer cette somme introduisons maintenant les fonctions 
auxiliaires A (E, n), définies par les mêmes intégrales (132,17), 
mais avec les domaines d'intégration 


E>m (i=1,2,...,n), E>E,>0, n>1n,>0 (132,20) 


[bornes différentes pour les intégrations sur &, et sur UE au lieu 
des mêmes bornes dans (132,18)]. Il est évident que M,;, = MA (0, 0), 
où 


A, n)=— 2 AM (E, n), AM= 1. (132,21) 


Il vient de la définition des fonctions A!" (E, n) qu'elles satis- 
font aux relations de récurrence 


AM (E, 1) = |, dn, AMD (E,, n,), 


et effectuant la sommation de ces égalités sur ñ (de 1 à œ) on trouve 
l'équation intégrale définissant la fonction À (E, n): 


AG, n=1+ (AG, nd dm, (132,22) 
> > 8 >0, n>n>0. 


Pour ce qui suit, il suffira de considérer la fonction A(E, n) 
dans le domaine E > n. Alors on peut écrire l'équation (132,22) 
sous la forme 


> ni 


n 
AG mit (AG, mdidm. (132,23) 
0 


3 


Dérivant cette égalité par rapport à n on a 


PE D = CL (&, n)d8,, (132,24) 


et dérivant ensuite par rapport à & on trouve pour À (E, n) l’équa- 
tion différentielle 
A0: (132,25 
on 0Ë 2x 29) 
Cette équation doit être résolue avec les conditions aux limites: 


AG, O=1, 5], =0, (132,26) 


Se : 


qui résultent directement de (132,23-24). 
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La solution de cette équation peut être obtenue à l’aide de la 
transformation de Laplace par rapport à la variable E : 


AG n=gfeQ(r map, (13227 


Qi 
C 


le contour C dans le plan des p complexes étant une courbe fermée 
entourant le point p —0. Substituant (132,27) dans l'équation (132,25) 
et égalant à zero l'expression sous le signe d’intégration on obtient 


ô Te 
Pan = 2 »,  Q=œ(p)e, 


o (p) étant une fonction quelconque. La première des conditions aux 
limites (132,26) donne maintenant 


| 
mi eto (p)dp = 1, 
C 
d’où il résulte 


p(p)= + ht (p), 


où (p) est une fonction analytique ne possédant pas de singula- 
rités à l’intérieur du contour C. On peut satisfaire à la deuxième 
condition (132,26) en posant #(p)——2np/a; en effet, alors 


= = 5 HAE (e*255) 2 ou 


Regroupant les expressions obtenues et posant £=n—0, on 
trouve 


d © (+5) Fe 


1 2 
A(o, o)= — (pie 


2ni oo .) 
Enfin, intégrant par parties et utilisant la formule connue 
z 1 
CEE A AE 
C 


[7,(2)=—iJ, (iz) étant une fonction de Bessel de l’argument ima- 
ginaire], on obtient définitivement pour l'amplitude de diffusion 


M= M Æ 1, ( V&o). (132,28) 
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Par suite la section de diffusion (d'angle 8= x) est égale à 
| 27 af. 94 s 
do = do les (s/m?) 1° (= In + , (132,29) 


do) — ne dt 


est la section à l’approximation de Born dans le cas ultrarelativiste 
(cf. problème 6, $ 82):. 


1 Indiquons quelques renvois bibliographiques supplémentaires pour 
les expressions asy mptotiques bilogarithmiques des processus de diffusion à deux 
particules : V. Gorchkov, V. Gribov, G. Frolov, Soviet Physics 
JETP 24, 731 (1S66) (diffusion en arrière d'un A par un électron); 
V. Gorchkov, V. Gribov, L. Lipatov, G. Frolov, Soviet Jour- 
nal of Nuclear Physics 6, 262 (1967) (diffusion électron-positon en arrière); 
V. Gorchkov, ibid. 421 (1967) (processus de diffusion d'angles quel- 
conques). 


CHAPITRE XIV 
SYMÉTRIE DYNAMIQUE DES HADRONS 


$S 133. Isomultiplets 


Si les particules sont décrites par le champ réel (hermitien), 
l'impulsion p et la projection du spin © forment un jeu complet 
de nombres quantiques définissant l’état d’une particule libre. Alors 
chaque niveau d'énergie est dégénéré par rapport aux directions 
de p et (2s+ 1) fois dégénéré par rapport aux valeurs de o. 

La complexité du champ peut être interprétée comme existence 
de la dégénérescence supplémentaire: deux états du champ, qui se 
distinguent par les valeurs du nombre quantique Q = + 1 (parti- 
cule et antiparticule), possèdent la même énergie (pour p donné). 

Pourtant l'expérience montre qu'il existe un autre type de dé- 
générescence, qui n’est plus directement lié (contrairement aux dé- 
générescences mentionnées) aux propriétés de symétrie de l’espace et 
du temps: c’est le cas des masses presque égales des particules de 
charges électriques différentes et qui ne sont pas l’une par rapport 
à l’autre la particule et l’antiparticule. De telles particules forment 
ce qu’on appelle le multiplet isotopique ou isomultiplet 1. 

A l'heure actuelle l'origine physique de cette dégénérescence 
n'est pas encore connue. Mais il est clair que la propriété de sy- 
métrie qui est à sa base appartient à une catégorie déterminée des in- 
teractions, à savoir des interactions fortes (dans ce sens on peut 
parler de la symétrie dynamique). Les isomultiplets ne sont formés 
que par des particules susceptibles d’interactions fortes, dites hadrons?, 
et représentent une des manifestations de ce qu’on appelle l’inva- 
riance isotopique de ces interactions (la définition plus précise de 
cette propriélé sera donnée plus bas). 

Quoique les propriétés des constituants d'un isomultiplet en ce 
qui concerne les interactions fortes soient identiques, leurs propriétés 
électromagnétiques sont, cela va sans dire, différentes. Donc la dé- 
générescence dans un isomultiplet n’est pas tout à fait rigoureuse : 


1 Le terme «isotopique» adopté dans la littérature n'est pas en 
l'occurrence très réussi, parce qu'il s’agit des propriétés des particules de mèmes 
masses (« isobariques ») et non de mèmes charges. 

Du mot grec hadros qui signifie fort. 
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les masses des particules qui le forment ne coïncident qu’appro- 
ximativement ; il est à supposer que les petites distinctions de ces 
masses sont d’origine électromagnétique. | 

Soient deux particules formant un doublet isotopique ; tels sont, 
par exemple, deux nucléons: proton et neutron, dont nous allons 
parler dans la suite pour être plus concret. Dans le cas où l’on 
néglige l'interaction électroimagnétique (on la «débranche ), 
[p> et |n> sont deux états «de charge» d’un nucléon libre, qui ne 
différent que par un seul nombre quantique (charge électrique 
Z=1, 0) peu important dans les interactions fortes. Toute super- 
position des états 


g|p>+vpln> (133,1) 
jouit des mêmes propriétés relatives à ces interactions. L'ensemble 


1 
de deux quantités v=(®) est appelé isospineur. Au proton et 
au neutron correspondent les isospineurs 


pe vf). m5 += (?) 


L'équivalence des différentes superpositions signifie qu’un 
isospineur peut être soumis à la transformation 1 —- Vi, où V est 
une matrice à deux lignes et deux colonnes. Les transformations 
doivent conserver la normalisation et l’orthogonalité des deux états 
linéairement indépendants, ce qui signifie que la matrice V doit 
être unitaire. 

De l’unitarité de V il résulte que le déterminant de la matrice 
doit être égal en module à l’unité, c’est-à-dire 


[VI= ei. 
Donc chaque matrice V peut être représentée sous la forme V — Ueï:, U 
étant une matrice unitaire de déterminant unité. La multiplication 
de w par le facteur de phase commun n’a pas évidemment de rap- 
port avec la propriété d’invariance isotopique. C’est pourquoi pour 
cette dernière ne sont caractéristiques que les transformations 


Ÿ — Uw, 
UU*=1, [U|=1. (133,2) 


Mais du point de vue purement mathématique ces transforma- 
tions coïncident avec les transformations binaires qui sont 


où 


1 Cet isodoublet a été déjà examiné dans J11, $ 115. Ici nous considérons la 
question concernant des isomultipiets du point de vue quelque peu plus général. 
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celles des composantes contravariantes d’un spineur habituel 
LE pour les rotations du système de coordonnées!. 
’est pourquoi l’algèbre des isospineurs coïncide formellement avec 
l'algèbre spinorielle habituelle. Dans ce sens on peut attribuer à 
un doublet isotopique le spin isotopique, ou isospin, T —1}, et 
considérer formellement les transformations (133,2) comme rotations 
dans «l’isoespace» fictif. Il faut, pourtant, souligner qu’une telle 
considération n’est qu’une façon de s’exprimer qui est commode 
parce qu’on emploie les notions familières de l'algèbre spinorielle 
ordinaire. Bien entendu, ce ne sont pas les rotations dans l’isoespace 
imaginé qui sont les notions primaires, mais les transformations 
unitaires (133,1) exprimant la dégénérescence des états d’un nucléon. 
Les opérateurs des composantes de l’isospin T —1/, s'expriment, 
comme pour le spin habituel, au moyen des matrices de Pauli que 


nous désignons ici par T,, t,, t, (au lieu de ©,, o,, o,): 


l ] 
Tesu Lesm Les (133,3) 


Un tel choix des axes dans l’isoespace signifie que nous considé- 
rons le proton et le neutron comme des états propres de l’opéra- 
teur T., correspondant respectivement aux valeurs propres T, — 
— +17, et T,——1/,. C'est justement ce nombre quantique (pro- 
jection de l’isospin) qui distingue le proton du neutron. C’est pour- 
quoi il exerce la même fonction que la charge électrique Z, mais 
d’une façon plus symétrique. Il est évident que 


I 
Z=-5+ Æ (133,4) 
Introduisons également les opérateurs 


ER 
Ten Tite (6 de 


(133,5) 
Te=Ti—iT,=( se 
Il est évident que 
T,fnd=1p», T;]p>=0, 
T_|1>=0, T_|p>=1|n)r. (133,6) 


En plus de la paire p, n, un isodoublet est formé par les 
antinucléons p et n. La fonction d’onde d’une antiparticule est une 
quantité conjuguée complexe par rapport à la fonction d'onde d’une 


! Le groupe de transiormations binaires est appelé également groupe SU (2) : 
c'est l'ensemble de transformations unimodulaires unitaires (| U [= 1) de l’espace 
linéaire complexe à deux dimensions. 
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particule. Si l’on représente l’état d’un antinucléon sous forme 
d'une superposition : : 
mIP>+pln», (133,7) 


les quantités œ,. m. se transforment, par conséquent, comme les 
conjugués complexes des coefficients w#!, #° dans la superposition 
(133,1); en d’autres termes, elles forment un isospineur covariant. 
Récrivant (133,7) à l’aide des composantes contravariantes de l'iso- 


spineur, on obtient : : 
p'ir>—p|p». (133,8) 


A l’antiproton et à l’antineutron eux-mêmes correspondent les iso- 


spineurs 
pe e=( +). 5 e-($). 


À l’antiproton correspond la valeur propre T,——1/, et à l'anti- 
neutron T,—+1/,. En d'autres termes, la charge de l’antinucléon 


Z=—5+T. (133,9) 


Les isomultiplets d'ordres de multiplicité plus élevés sont décrits 
par les isospineurs symétriques d'ordres supérieurs: à l’isospineur 
d'ordre n—2T correspond l’isomultiplet de 2T +1 particules, 
auxquelles est attribué l’isospin T. Dans le cadre de chaque iso- 
multiplet les particules diffèrent par les valeurs d’un nombre quantique 
additif T,. On établit une correspondance déterminée entre ces 
valeurs et la charge électrique de la particule (cf. $ 134). L’addi- 
tion des isospins des particules, qui forment un système complexe, 
s'effectue selon la règle habituelle d’addition des moments. 

L'invariance isotopique des interactions fortes peut être formu- 
lée comme l’invariance par rapport aux rotations arbitraires dans 
l’isoespace. En d’autres termes, les interactions dans un système 
d’hadrons à l’isospin total donné T ne dépendent pas de la valeur 
de la projection totale T.,. En termes des amplitudes de diffusion 
cela signifie que l’opérateur S est un isoscalaire, de sorte que ses 
éléments de matrice 


TT; | SI TTs>= Srôrrôr,r:, (133,10) 


où Sr est indépendant de T;. 


$ 134. Hypercharge 


En l’absence d’une thcorie cohérente des particules élémentaires, 
leur classification ne peut se baser dans une grande mesure que 
sur des données expérimentales. L'analyse du matériel empirique 
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permet d'établir quelques lois de conservation déterminant les rè- 
gles de sélection qui admettent ou interdisent telles ou telles réac- 
tions imaginables entre les particules. Ces lois de conservation 
sont formulées à l’aide des caractéristiques numériques spéciales 
quantiques) qu’on attribue aux différents types de parti- 
cules. 

Parmi les lois de ce genre on peut citer, avant tout, la loi 
de conservation de la charge électrique, qui s'exprime pour chaque 
particule par un nombre entier Q de charges élémentaires e. Cette 
loi la plus universelle est exacte: elle est valable pour toutes 
les interactions de n'importe quelles particules. 

Cette loi explique la stabilité de l’électron : de toutes les parti- 
cules chargées c'est celle de masse la plus petite et elle ne peut 
pas se désintégrer spontanément en d’autres particules. Cepen- 
dant la conservation de la charge n’interdit pas la transformation 
d'un proton en un positron avec l'émission d’un photon. Le proton 
acquiert la stabilité si on lui attribue, outre la charge, une quan- 
tité de plus qui se conserve et qui est absente chez les particules 
plus légères. On appelle cette quantité nombre baryonique; nous 
allons la désigner par B. Pour un proton on pose conventionnelle- 
ment B—]1; alors il faut attribuer à un antiproton B——] en 
accord avec l’admissibilité de l’annihilation mutuelle d’un proton 
et d'un antiproton. 

Tous les hadrons se divisent en deux groupes selon que leur 
nombre baryonique est égal à zéro ou non'. On appelle baryons les 
hadrons de B-0 et mésons les hadrons de B—0. 

La loi de conservation du nombre baryonique (c'est-à-dire de 
la somme de nombres baryoniques des particules qui forment un 
système fermé) est elle aussi une loi exacte et n’est affectée par 
aucune interaction. La classification ultérieure des hadrons n'est 
possible que sur la base des approximations liées à la division 
des interactions en interactions forte, électromagnétique et faible. 

Dans les processus où on peut négliger l'interaction faible, ce 
sont la parité spatiale et la parité de charge qui se conservent. 
De plus, les hadrons seront soumis à deux autres lois de conser- 
vation. Premièrement, ce n’est que l’interaction faible qui est ca- 
pable de changer la charge électrique d’un système d’hadrons en 
la transférant aux leptons. C’est pourquoi, une fois l’interaction 
faible «débranchée», ce n’est pas seulement la charge totale d’un 
système fermé Q qui se conserve, mais également la charge des 
leptons et celle des hadrons séparément ; désignons la charge des 
hadrons par Z. 


1 Le nombre baryonique est égal à zéro aussi pour toutes les particules 
non susceptibles d'interactions fortes (leptons). 
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Deuxièmement, il existe de tels hadrons (particules éfranges) 
qui deviennent stables après le débranchement de l'interaction 
faible, quoique toutes les autres lois de conservation n'’interdisent 
pas leur désintégration. Cette stabilité peut être décrite en intro- 
duisant encore un nombre quantique additif qui se conserve; on 
l'appelle l’hypercharge et on le désigne par Ÿ (la différence 
Y — B=S est appelée éfrangeté et les particules avec S-£0 parti- 
cules étranges). À chacun des hadrons actuellement connus on peut 
attribuer une valeur déterminée de Y de façon que la conservation 
de l’hypercharge totale avec les autres lois de conservation ex- 
plique l’admissibilité ou l'interdiction des réactions dues aux interac- 
tions fortes ou électromagnétiques. Tous les constituants du mé- 
me isomultiplet possèdent le même Ÿ. Il est évident qu’à une par- 
ticule et à une antiparticule il faut attribuer les hypercharges 
de signes contraires. 

Il existe un lien entre l’hypercharge d’une particule et son 
isospin. 

Considérons d’abord les isomultiplets de particules ron étran- 
ges. Tels sont, avant tout, les isodoublets des nucléons et des an- 
tinucléons. Attribuant aux nucléons le nombre baryonique B=1 


et aux antinucléons B——1, on peut écrire la relation entre leur 
charge et la projection de l’isospin T, sous la forme 

Z=++T, 
[cf. (133,4) et (133,9)] ou, étant donné que B=Y, 

Z=+T.. (134,1) 


En vertu de l’additivité de tous les nombres Z, Ÿ, T,, cette relation 
est valable également pour tout système de nucléons et d’antinu- 
cléons. De plus, étant donné qu’elle ne contient aucune autre 
caractéristique des particules, elle se rapporte, de ce fait, à tout 
isomultiplet de particules non étranges. 

Par ces propriétés isotopiques et de charge une particule étrange 
de Z, T, B, Ÿ données (BY) est équivalente à un système, 
formé par un hadron non étrange de Z, T, Y et |B—Y| 
hadrons isoscalaires (T —0) de Z=Y —0, B—+1 (de telles par- 
ticules existent réellement, c'est l’hypéron À ou son antiparticule 
À, cf. $ 135). Les valeurs Z, Y, T. restant les mêmes au cours de 
la formation d’un tel système, la relation (134,1) reste valable. 
Ainsi, elle est commune à tous les isomultiplets!. 


1 Le schéma des isomultiplets avec l'utilisation de la notion d'hypercharge 
(ou de celle d'étrangeté) a éte formulé pour la première fois par M. Gell-Mann 
(1953) ct K. Wishijima (1953). La déduction de (134,1) exposée ici est due à 
S. Sakata (1956). 
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Prenons 1a moyenne de l’égalité (134,1) par rapport au multiplet. 
Etant donné que T,—=0 (le trait est le symbole de la moyenne), on a 


—_. (134,2) 


Z = 
De (134,1) il résulte également une relation déterminée entre 


Y et T. Z étant un nombre entier et 27. un nombre de même 
parité que 27, Ÿ et 27 sont des nombres entiers de même parité: 


YŸ —2T =nombre pair. (134,3) 


Il faut noter que la notion d’hypercharge est étrangère à la 
symétrie isotopique. Donc, les relations (134,1-3) ne sont pas du 
tout la conséquence des seules propriétés des isospineurs. Souli- 
gnons également qu’au cours de la déduction de (134,1), nous avons 
utilisé la notion de particules «composées», construites uniquement 
avec des particules existant réellement (7, p, A) et non avec des 
particules quelconques logiquement imaginables. 

En vertu de la relation (134,1) la conservation de l’hypercharge 
est équivalente à la conservation de T,. De cette façon, la projec- 
tion totale de Îl’isospin d’un système se conserve dès que les in- 
teractions faibles sont débranchées. Et la conservation de la va- 
leur de l’isospin total d’un système exige que les interactions élec- 
tromagnétiques soient aussi négligées. 


$S 135. Hadrons métastables 


À l'exception du photon il n’existe pas dans la nature de par- 
ticules «élémentaires» stables (c’est-à-dire ne se désintégrant pas 
spontanément) de spin entier. Pourtant, il existe la classe des 
bosons métastables; ce sont des mésons. 

On entend par métastabilité la stabilité par rapport aux inter- 
actions fortes; la désintégration de ces particules n’est liée qu'aux 
interactions électromagnétiques ou faibles; pour cette raison leurs 
durées de vie sont relativement grandes, de 10-® à 10-15, tandis 
que l'interaction forte conduirait à la désintégration pendant 10-* 
à 107% s. 

Il existe huit mésons métastables. Ils possèdent tous le spin 0 
et la parité négative (particules pseudoscalaires). Dans le tableau 
1 sont représentées leurs masses et durées de vie!. 


1 Deux valeurs de la durée de vie pour tes mésuns Æ° représentent un 
phénomenc particulier qui sera considéré au $ 155. 
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Tableau 1 
Mésons 
Particule Masse (MeV) Durte de vie (s) 
T1 139,6 2,6-10-—8 
n° 135,0 0,8-10-—16 
K+,K- 493,8 1,24.10—$ 
ee n 
ko, Ke 407,8 [0,86-107 1° (K$) 
| 5,4.10-* (K?) 
1 948.8 10-19 


Chacune des paires (17+, n7), (K*, K=), (K°, K°) représente une 
particule et une antiparticule et pour cette raison leurs masses et 
durées de vie sont identiques. 

Les valeurs de la charge et de l’hypercharge des particules sont 
données par le tableau suivant : 


hs I O0 I 
Y 
li [A KR — (135,1) 
0 An: if 
— Ko  K+ 


Etant donné que pour tous les mésons B—0, ce sont les mésons 
K qui sont étranges. 

Les mésons sont répartis par les isomultiplets: l’isosingulet n, 
les isodoublets K—(ÆK"°, K*) et K—(K°, K=}), l'isotriplet x — 
=(nt,r", x). Confrontant les valeurs de Y et T, on peut représenter 
le tableau de ces isomultiplets sous la forme 


NN 


Et = & (135,2 
0 n =— T 


I — K — 


0 17, I 
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Les constituants des isomultiplets diffèrent par les valeurs de T, 
conformément à 


es, mn, A — 
nt n° x- K° K+ K° K- 
T,= l O0 —1 —!/à \/a Va —!/, 


La métastabilité des mésons x est assurée par le fait 
qu'ils sont les plus légers de tous les hadrons. La stabilité des 
mésons À par rapport à la désintégration en mésons x est assurée 
par la conservation de l’hypercharge. La désintégration n —2x est 
interdite pour des raisons de parité: toutes ces particules n'ayant 
pas de spin, le moment orbital dans le système de deux x serait 
l—0, de sorte que sa parité serait — 1-— 1 — + 1, tandis que la 
parité de n est — 1. On peut se convaincre de la métastabilité du 
méson n par rapport à la désintégration n — 3x en appliquant 
simultanément la symétrie isotopique et la symétrie particule-anti- 
particule, comme il sera montré dans le paragraphe suivant. 

Les désintégrations réelles des mésons a+, x” et X sont lices 
aux interactions faibles: les durées de vie correspondantes sont de 
l'ordre de 107* à 10-1°s. Quant aux désintégrations de n° et de n 
(x° — 2y; n en photons et pions), elles sont de l’origine électro- 
magnétique; leurs durées de vie sont de l’ordre de 10-1:* à 
10718. 

Le méson n° est une particule réellement neutre. En tant que 
telle, elle possède la parité de charge C déterminée, et sa désinté- 
gration en deux photons montre que C = + 1. 

Une seule particule stable parmi les baryons est le proton qui 
est le plus léger d’entre eux. En outre, il existe un certain nombre 
de baryons métastables, dont la désintégration est due aux inter- 
actions faibles. Ce sont les particules données au tableau 2. Toutes 
ces particules possèdent des antiparticules, que nous allons appeler 
antibaryons ; les masses et les durées de vie des baryons et des 
antibaryons sont, certes, les mêmes!. 

À tous les baryons on attribue le nombre baryonique B=— 1, et 
à tous les antibaryons B=——1. Le baryon Q- est un isosingulet, 
son hypercharge est Ÿ ——2, et son spin est égal (hypothetique- 
ment) à /.. Tous les autres baryons énumérés ont le spin !/, et 
la même parité (rappelons que pour les fermions c'est uniquement 
leur parité relative qui a le sens et non la parité absolue, cf. $ 27). 


1 On désigne les antibaryons, ainsi que d’autres antiparticules, par un trait 


au-dessus d'une lettre. Soulignons que Ÿ- ct Ÿ+ ne coïncident pas du tout 
avec £+ ct E-1 
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Tableau 2 
Baryons 
Particule Masse (MeV) Durée de vic (s) 

P 938,26 00 

n 939,55 0,93: 103 

À 1115,6 2,5-10—10 
2* 1189 ,4 0,80-10-—10 
2 1192,5 < 1-10-—14 
pd 1197,3 1,5-10-—10 

= 1314,7 3,0-10-10 
= 1321 ,2 1,7-10—10 
RE 1672 1,3.10—10 


D'après les valeurs de la charge et de l’hypercharge on a: 


Z 
Y 


(RE PE PE ES 


— | =- =u 


" (135,3) 


Ce sont les baryons À, 2, = (ainsi que Q) qui possèdent l’étrangeté 
différente de zéro; on les appelle les hypérons. D’après les pro- 
priétés isotopiques les baryons forment: isosingulet À, isodoublet 
des nucléons N=(p, n), isodoublet des hypérons E —(E°, &-), 
isotriplet des hypérons Z—(2+, 2°, Z-). Confrontant les valeurs 
de Ÿ et de T, on peut disposer ces isomultiplets sous forme d’un 
tableau : 


(135,4) 
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Les tableaux analogues sont formés par les antibaryons 
possédant les mêmes isospins T et les valeurs de Z et de Y de 
signes contraires. 

En plus des particules métastables énumérées dans ce 
paragraphe, on connaît un nombre considérable d’hadrons se dé- 
sintégrant à cause des interactions fortes. Vu l’extrême petitesse 
de leurs durées de vie (107%! à 10-*#s), ils ne se manifestent dans 
les expériences que sous forme des résonances dans les réactions 
aux hautes énergies. C’est pourquoi on appelle souvent ces «par- 
ticules» résonances tout court. 

Il faut, pourtant, souligner que du point de vue des propriétés 
de classification le mode de désintégration d’une particule, qui se 
détermine par sa position dans le «spectre de masses» général des 
particules et par les règles de sélection, n’a pas grande im- 
portance. En se limitant ici à l’énumération des particules métas- 
tables, on ne poursuit que des buts illustratifs. 


Problèmes 


1. Utilisant l’invariance isotopique des interactions fortes, trouver la rela- 
tion entre les sections différentielles des réactions p+p—d+n+ (1) et 
p+n—d+7 (2). 

Solution. Pour un deutéron: T—7T;—0 (cf. III, $ 116); ainsi l’état 
isotopique |TT.> du système des produits de la réaction coïncide avec l'état 
du pion: |11> et | 10> respectivement pour la première et la seconde réaction. 
Quant aux états initiaux de ces réactions, ils sont définis par les produits 
[a 1/23 |1/a 1/23 et | Ve 1/23 |V/e —1/,9. D'après les règles de construction des 
onctions d'ondes, on trouve en additionnant les moments 


Lpp> x | 1/e Ve9 | Ve V9 =|1D, 
Lord = LMD Ne DE TE 1001100. 


v 2 V2 
De cette façon, pour la réaction (1) les états isotopiques initial et final coïn- 
cident, de sorte que l’isospin est conservé identiquement. Pour la réaction (2) 
l'état final |10> n'est représenté dans l'état initial qu'avec la probabilité 
(1/V°2)°=1/,. Etant donné que pour le reste (en ce qui concerne les degrés de 
liberté de coordonnées et de spins) les deux réactions sont identiques, on a 


O — 20:, 


où 0, et ©, sont les sections différentielles des réactions (1) et (2), relatives 
aux mêmes intervalles d'énergies et d’'angles de divergence pour les mèmes 
orientations mutuelles des spins des particules. 

Une autre méthode de solution des problèmes pareils (qui n'exige pas 
l'utilisation des coefficients de l'addition vectorielle) consiste en ce qui suit 
(1. Chmouchkévitch, 1955). Soient les particules initiales non polarisées suivant 
l'isospin. Cela signifie que le système de deux nucléons NW peut se trouver 
avec les probabilités égales dans les états pp, nn, pn, np donnant lieu aux 
réactions 


p+p-+d+nt  (o), p+n-d+x (o), 
n+n-d+n— (03), n+pæd+n  (o). 
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En vertu de l'invariance isotopique de l'interaction provoquant la réaction, les 
particules finales doivent être non polarisées elles aussi, ce qui signifie dans 
ce cas que n+, n°, x doivent apparaître avec les mêmes probabilités, c’est-à- 
dire qu'on doit avoir 0, -0,—20.. Notons également que l'égalité 0, =0, est 
évidente d'avance du fait que les deux réactions ne différent que par le chan- 
gement simultané du signe de T; pour toutes les particules !. 

2. Le même problème pour les réactions 7+ N —+ A+. 


Solution. Tenant compte de la conservation de l'hypercharge les réactions 
suivantes sont possibles : 
nt+nA+K+, n-+p-+A+K° (0), 
+p+-A+K+T, w+n—-+A+K9 (0) 
(les réactions qui diffèrent par les signes de tous les 7; sont réunies en paires). 
La condition d'impolarisation isotopique des X pour x et V non polarisés est 
identiquement vérifiée. En considérant les réactions inverses à condition que x 
soient impolarisés pour X non polarisés, on obtient 
O1 = 202. 
3. Le même problème pour la diffusion ra. 
Solution. Pour les collisions d'un pion et d’un nucléon non polarises 
suivant l'isospin, ce sont les réactions suivantes qui ont ‘ieu: 
at+p-nt+p, a7+n-n-+n (0), 
n-+p-n-+p, at+n-at+n (0), 
a +prn +n, nt+n an +p (os), 
no+p—+n +p, a +n—+n +n (oc), 
n+p-rnt+n, N° +n—+nT+p (on) 
(les réactions qui diffèrent par les signes de tous les 7; sont réunies de nouveau 
en paires). L'exigence d’impolarisation des pions finals conduit à 
O1 +O2+05 —2(0s+ 04). 
En outre, 6,—0, comme les sections des réactions directe et inverse. Donc 
O1 -FO2 = O3 + 204. 
4. Trouver la relation entre les sections des réactions 
at+p-nt+p (oi), 
n-+p—n-+p (a), 
a +p-nt+n (03), 
si l’état final ne peut posséder que l’isospin T —3/, à. 


Solution. D'après les règles d’addition des moments on trouve 
[n+p>=s | 11> [1/3 1/23 = 19/2 9/2}, 


| 2 
a-p>=|l— 1>|1/31/29 = |%/a— 1/99 + lala 
Ja p> = | | 1/2 V/2 75! la— "la 1Æ 2) 
7.2 ] 
| | le . 3 | /2 la V3 ; 2 


! L'invariance par rapport à cette transformation est appelée parfois symétrie 
iso{opique à la difference de la notion plus générale d'invariance isotopique qui 
l'inclut comme un cas particulier. 

? Telle est la résonance pour l'énergie cinétique des pions égale à 190 MeV. 
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Soit Sir, =0 Sy, — À [notation Sr de (133,10)]. Alors 
<atp\S|ntp>=A, m-p|Sir-D=+ À, 


en|S|r-p>= 1 À. 
D'où 
F1:03:03 —=9:1:2. 


5. Tenant compte de l’invariance isotopique, séparer les amplitudes inva- 
riantes dans l'amplitude de diffusion élastique xx. 


Solution. La forme générale de l'amplitude de diffusion : 


Myi= hi Que) C0) + PCs) (2%) + fs (144) (A2 %3), 
OÙ #1, %, .-. sont les amplitudes d'ondes isotopiques (isovecteurs) de deux 
pions initiaux et de deux pions finals, f,, f:, fs les amplitudes invariantes, fonctions 
des invariants cinématiques s, £#, u (leur nombre, trois, coïncide avec le nombre 
de valeurs possibles de l'isospin total d’un système de deux particules d’isospins 
1). Les fonctions f1, f., f, possèdent une symétrie déterminée, correspondant à 
l'identité de quatre” pions. Ainsi, en permutant deux pions initiaux il vient 
1 Xe S —s, tu, d'où 
fa (s, u, t)=fh (s, {, u), Fa(s, u, 1)=fa(s, l, u). 
6. Le même problème pour la diffusion élastique xW. 
Solution. L'addition des isospins !/, et 1 donne deux valeurs possibles 


de l’isospin total et par conséquent il y a deux amplitudes de diffusion isotopi- 
ques. La forme générale de M},;: 


Mhi=Mi+ Mao *o) 4 X%4, 
Mi=h(u'u)+g(u"Pu), Ma=fs(u'u) + g2(u'Pu). 
Ici fr, fes &1, &e Sont les amplitudes invariantes ; u, u” les amplitudes bispino- 
rielles des nucléons initial et final, et P—p+p", où p, p’ sont les 4-impulsions 
des pions [cf. (71,3)]; %, %’ les amplitudes d'ondes isotopiques des pions 
(isovecteurs), et v, 2’ les isoamplitudes des nucléons (isospineurs) ; % les matrices 
de Pauli agissant sur les indices isospinoriels. 
7. Le même problème pour la diffusion élastique NN. 


Solution. La forme générale de l'amplitude de diffusion : 
5 5 
Myi= Mi + M: (1° vu) vs" tue), Mi= >. Fr M:= > giFr. 
i=1 i=1 


Ici f;, g; sont les amplitudes invariantes ; v,, tn, ... les amplitudes isospino- 
rielles des quatre nucléons ; F; les invariants, formés des amplitudes bispino- 
rielles des nucléons [cf. (71,4)]. 


$S 136. Parité G 


Comme il est dit plus haut, les interactions fortes conservent 
la parité de charge et l’isospin d’un système des hadrons. Ces 
deux lois de conservation appliquées simultanément font apparaître 
de nouvelles règles de sélection qui ne seraient établies par 
aucune de ces lois appliquee séparément (T. D. Lee, C. N. Yang, 1956). 

L’invariance isotopique des interactions fortes peut être formulée 
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comme invariance par rapport aux «rotations dans l’isoespace ». 
Considérons la rotation d'angle 1x autour de l’axe des x° de cet 


=. e 1 LA e 
espace. L'isospineur #—(#:) se transforme conformément à: 
PLS 


Ÿ — els — e ? 4 — (cos = Lit, sin =) g—itw. (136,1) 


En particulier, pour les isospineurs correspondant aux deux compo- 
santes d’un isodoublet (soit au proton et au neutron), on a 


(o)— (1): (Gi) (0) 


pPp——n, —p, 


ou 


où p et n désignent, pour abréger, les états de charge | p> et |n». 
D'une façon analogue on trouve la même transformation pour les 
antinucléons : 

P——n, np. 

Complétons maintenant la rotation considérée par l'opération 
de conjugaison de charge C; désignons le produit de deux opéra- 
teurs par G: 

G = Cefils, (136,2) 

Comme la conjugaison de charge est une transformation Pep, 
nn, sous l’action de l'opérateur (136,2) 

G: p——n, n—p, Pp——n, n—p. (136,3) 

L'opérateur G commute avec les opérateurs des trois composantes 
T,, T., T, de l’isospin. Il est le plus facile de s’en assurer d’une 
façon directe en écrivant les expressions explicites des opérateurs 
sous forme des matrices à quatre lignes et quatre colonnes, qui 


transforment les états nucléoniques et antinucléoniques. Disposant 
ces états sous forme d’une colonne 


P 


on obtient 


(ici O et 1 sont des matrices à deux lignes et deux colonnes). 
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Si l'opération G transforme. une particule (ou un système de 
particules) en elle-même, il apparaît la notion de sa parité G: 
l'état peut rester inchangé ou changer de signe. À cet effet il est 
nécessaire que le nombre baryonique et l’hypercharge de la parti- 
cule soient nuls. En effet, la conjugaison de charge (transition d’une 
particule vers une antiparticule) change le signe aussi bien de la 
charge électrique Z que des nombres Ÿ, B. Quant à la rotation 
dans l’isoespace, elle change Z, n’affectant pas Ÿ et B. Donc, 
l'application simultanée des deux transformations change en tout 
cas les nombres Ÿ, B s'ils sont différents de zéro. 

La propriété importante de parité G consiste en ce qu'elle 
est la même pour tous les constituants du même isomultiplet, 
ce qui résulte de la commutativité de l'opérateur G avec toutes 
les composantes de T et, donc, avec toutes les rotations dans l’iso- 
espace. 

Pour Ÿ --0 on a Z=T,, d’où l’on voit que T, et par suite T 
sont des nombres entiers. L’isomultiplet de T entier est décrit par 
l’isospineur symétrique de rang pair 27, équivalent à l’isotenseur 
irréductible 1, de rang T. Parmi les constituants d’un tel iso- 
multiplet il y a une particule neutre (7,—0). Il lui correspond 
l’isotenseur #,,.. avec une seule composante #.... différente de 
zéro. La rotation d’angle x autour de l’axe des x? multiplie cet 
isotenseur par (—1)7. Si C est la parité de charge d’une particule 
neutre, sa parité G sera 


GC: C(EDE. (136,4) 


Donc, conformément à ce qu’on a dit plus haut, la parité G est 
déterminée pour tous les constituants de l’isomultiplet. 

Soit, par exemple, l'isotriplet de pions (T7 —1). La parité de 
charge du méson n° est C -: +1 [ce qui résulte du fait que n° se 
désintègre en un nombre pair (deux) de particules à parité de char- 
ge négative (photons)]. Donc la parité G des pions est G——1. 
En particulier, on peut en conclure que sous l’influence de l’in- 
teraction forte le système de pions ne peut se transformer en un 
autre système de pions que si la parité du nombre de particules 
reste inchangée. 

Le méson n est l'isosingulet (T — 0), et sa parité de charge 
C = +1 (le méson 1, de même que le méson 7°, se désintègre en deux 
photons). Donc G -+-1. Il en résulte que les interactions fortes 
ne peuvent pas conduire à la désintégration n — 3x. 
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$S 137. Symétrie unitaire SU(3) 


Les données expérimentales permettent de supposer que la sy- 
métrie isotopique n’est qu’une des manifestations d’une symétrie 
plus élevée, propre aux interactions fortes'. Dans cette symétrie la 
charge électrique et l’hypercharge interviennent de façon équiva- 
lente : à côté de la relation 


Z=++T, (137,1) 
on peut écrire également l'égalité 


Y-L+U, (137,2) 


où U, est la projection d’un autre «spin» qui se conserve (appe- 
lons-le isospin u à la différence de l’isospin T qu'on va appeler 
sous ce rapport isospin f). 

La question se pose alors d'étudier les propriétés de symétrie, 
où figurent simultanément deux nombres quantiques additifs. 

On a vu au $ 133 qu’à la base de la symétrie isotopique se 
trouve la symétrie de l’isodoublet de deux particules «fondamen- 
tales» qui diffèrent par les valeurs d’un seul nombre quantique 
T,=æ+!/,. Les constituants des isomultiplets d'ordre de multipli- 
cité plus élevé peuvent être imités (en ce qui concerne leurs pro- 
priétés isotopiques) par les particules «composées», construites avec 
des jeux déterminés de particules fondamentales. Il est naturel que 
par cette voie on arrive à la symétrie liée à un seul nombre quan- 
tique additif T.. 

Il est clair qu'on arrive à la symétrie avec deux nombres 
quantiques si l’on part de la symétrie exprimant l’équivalence 
de trois particules «fondamentales» différentes, qui se dis- 
tinguent par les valeurs de deux nombres quantiques indépendants. 
Ces particules hypothétiques sont appelées quarks; désignons-les 
par les symboles Q,, Q,, Qa. Soulignons tout de suite que quoi- 
que la symétrie en question puisse être décrite d’une manière évi- 
dente à l’aide de ces particules, leur existence réelle dans la na- 


1 Les exigences imposées par cette symétrie sont en fait satisfaites avec 
une précision pas très grande. On peut présenter de façon évidente cette 
situation de sorte que les interactions fortes se composent des interactions 
« proprement fortes» et « modérées», la symétrie complète ne se révélant que 
dès que ces dernières sont « débranchées». Le paramètre correspondant du 
développement est évalué approximativement comme —1/,,. 

* La classification des particules sur la base de cette symétrie a été intro- 
duite pour la premicre fois par M. Gell-Mann et Y. Ne’eman (1961) indépendam- 
ment l'un de l'autre. 
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ture n'en devient pas plus obligatoire. En principe on peut envi- 
sager la situation quand seules les particules «composées» sont 
réellement existantes. 

Soient les superpositions 


p'1Q,> +410, + 4%] Qa. (137,3) 


Appelons superspineur l’ensemble de trois grandeurs 


v! 
pe—| Ÿ* |. (137,4) 
Li 


L'équivalence des superpositions différentes signifie qu’on peut 
soumettre à une transformation unimodulaire unitaire U quel- 
conque ; l’ensemble de ces transformations forme le groupe SU(3) 
(cf. note p. 183). 

La matrice U effectuant la transformation appartenant au groupe 
SU(3) peut être représentée, comme toute matrice unitaire, sous 
la forme 

U=eé’r, (137,5) 


où R est une matrice hermitienne. Comme [U|=—1,on a TrK—0. 
Pour les transformations infinitésimales U-—1+iôR. La forme 
générale de la matrice infinitésimale ôR : 


8 
ÊR—+ Ÿ' Ouh (137,6) 
=] 


où les 6x; sont les paramètres réels et les À; les matrices hermitiennes 
à trois lignes et trois colonnes linéairement indépendantes de trace 
nulle ; il est évident qu’elles sont au nombre de huit (3:3— 1 — 8). De 
cette façon, la transformation infinitésimale du superspineur sera 


pe — pr pr, où 
Ge = Z 6, 0.) 4° (137,7) 


[(A,)3 est l'élément de la matrice À;, l'indice supérieur étant le nu- 
méro de la ligne et l'indice inférieur celui de la colonne]. 
L'ensemble de huit matrices À, peut être appelé opérateur de 
superspin*. Il est facile d'obtenir leur forme explicite remarquant 
que dans les cas particuliers, où la superposition (137,3) ne con- 
tient que deux termes, les À; doivent se réduire aux matrices de 


! Rappelons que pour les spineurs ordinaires (à trois dimensions) ÔR —1/,68-o, 
où 60 est l’angle de rotation du système de coordonnées. 
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Pauli. D'ici on arrive à neuf matrices du type des matrices de 
Pauli dans lesquelles une des lignes et une des colonnes sont nulles : 


010 0 —i0 1 OO 
ce = ( 0 0). = ( 0 0). = (0 —10), 
0 00 0 00 
0 00 0 /00 0 
1), u,=(0 0 —i), u, = (01 0). (137,8) 
/ 0 i 0 0 —] 
\ {0 O0 —i 10 0 
"= ( » VYe={(00 0 v=(0 0 o). 
1 0 0/ i O O0 0 0 


Parmi ces matrices il n° y a que huit indépendantes, car 
t,+u, =v,. Pour les À; choisissons 


= tr At, A =t, 
he Vi À = Vas Me = y, À, =U,, (137,9) 


/1 0 0 
== = (u,+v) = -[0 1 0O|. 
RE AE 0—2 


Toutes ces matrices sont normalisées de façon que 


Tran 206, (137,10) 
et la somme de leurs carrés est proportionnelle à la matrice unité : 
8 ” 100 
VM=r 0 1 0 |. (137,11) 
i=1 0O0OI 
Les règles de commutation pour les matrices À; sont 
8 
[hs Ax]- = 2i 2 Firehos (137,12) 
en vertu de (137,10) 
l 
lm= 7% Tr([4k;, À] _A). (137,13) 


11 en résulte que les coefficients /f;,, sont antisymétriques par 
rapport à tous les trois indices. Sont différents de zéro 


f123 = 1, fier = — fise = frs = ass = fsas = —fun=T, 


Pose = fon = 5 
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et les autres qui s’obtiennent de ces derniers par les permutations 
des indices avec des changements de signe appropriés !. 

La symétrie mutuelle des trois quarks peut être illustrée graphi- 
quement en les représentant par trois points aux sommets d’un 
triangle équilatéral (fig. 25). C’est la seule disposition telle que 
les trois points sont équivalents. La position de chacun des points 


dans le plan se détermine par deux coordonnées, auxquelles corres- 
pondent deux nombres quantiques indépendants qui caractérisent 
les particules. Il est naturel de choisir sur ce diagramme comme 
origine des coordonnées le centre du triangle et comme axes 
les trois axes passant par les sommets du triangle (X, Ÿ, Z sur la 
fig. 25) et les trois axes parallèles à ses côtés (T,, U,, V.); les 
unités de longueur naturelles le long de ces axes sont respective- 
ment les hauteurs et les côtés du triangle. Les coordonnées des 
points (nombres quantiques des quarks) peuvent être données par 
rapport à n'importe quelle paire de ces axes, les valeurs des autres 
nombres s'exprimant au moyen de ceux-ci. Les notations des 
axes sur la fig. 25 sont choisies de façon que les relations (137,1) 
et (137,2) soient satisfaites. Il est facile de s’en assurer, par 
exemple, en écrivant les coordonnées des points en axes Y, T, 


1 Dans la thcorie mathématique des groupes continus les matrices, qui 
déterminent les transformations infinitésimales d’un groupe, sont appelées ses 
générateurs, et l'algèbre de ces matrices est appelée algèbre de Lie. Une telle 
algèbre est basée sur les règles de commutation pour les générateurs, lesquelles 
déterminent la structure du groupe. 
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(137,14) 


Notons que la charge et l’hypercharge des quarks sont des nombres 
fractionnaires 1. 

A deux nombres quantiques indépendants des quarks doivent 
correspondre les opérateurs, matrices diagonales. Parmi les matrices 
À; ce sont À, et À, qui sont diagonales. En les comparant avec les 
nombres quantiques (137,14), on trouve 


LL TEL, 7-1 /p 4 
= Tips 223 (a+ 7 
Parmi les transformations du groupe SU(3) il y a le sous-groupe 
SU(2) des transformations n'affectant que deux composantes du 
superspineur : Ÿ! et °. Par rapport à ce sous-groupe (qu’on peut 
appeler isogroupe ft) kes quarks Q, et Q, forment un isodoublet 
(T =1/,) et Q\ un isosingulet. Par rapport au sous-groupe des 
transformations n'affectant que w#° et #° (isogroupe u), la paire 
Q,, Qx forme un isodoublet (U—1/,) et Q, un isosingulet. Outre 
ces deux sous-groupes, il apparaît automatiquement le troisième 
sous-groupe analogue (isogroupe v), où Q, et Q4 forment un 
isodoublet. Les jeux de trois matrices (t,, t,, t.), (u,, u., u.), 
(V,, Ves Vs) forment les opérateurs d’isospins t, u et v respecti- 
vement. 
Les fonctions d'ondes complexes conjuguées des fonctions (137,3) 
doivent être considérées comme superpositions des états des anti- 
quarks. Si l’on écrit une telle superposition sous la forme 


h1Q,>+%b10,>+%1Qa), (137,16) 


les quantités 4, se transforment comme #%. Les trois quantités 
(b,, %,, %.) forment le superspineur covariant [contrairement à 
(137,4) contravariant]. Vu l’hermiticité des matrices À,, on trouve 
de (137,7) que pour une transformation infinitésimale 


. 8 
Ge = — 7 D Bas (A )e Ve (137,17) 
i=1 


F (137,15) 


1 Bien entendu, la construction géométrique de la fig. 25 ne peut pas 
constituer par elle-même la raison suffisante pour identifier les coordonnées 
des points avec les nombres quantiques physiques des quarks. De telles raisons 
ne sont données en effet que par l'accord ultérieur avec les propriétés des 
particules réellement existantes ($ 138). 
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Il est à noter qu'on ne peut,pas construire avec les composantes 
de +, des combinaisons linéaires qui se transformeraient com- 
me #’. C’est pourquoi dans le groupe SU(3) les superspineurs 
contra- et covariants sont deux types indépendants de quantités. 
Dans ce sens ils diffèrent des spineurs habituels, pour lesquels les 
composantes contra- et convariantes sont liées par les relations 
linéaires ÿ, ce, (où e,, est le symbole antisymétrique unité, 


15 — 4)° 

Cette différence provient de ce que dans le groupe SU(2) la 
forme quadratique #°p%° (vb, pétant deux spineurs) est invariante 
en vertu de l'unitarité des transformations du groupe, et la 
forme quadratique #ç'e,, l'est en vertu de leur unimodularité. 
La comparaison de deux invariants montre que les #2° se 
transforment comme les e,.q“#. Dans le groupe SU(3) l'unitarité 
s'exprime par l'invariance de la forme quadratique 4° (1, 
étant deux superspineurs), et l’unimodularité par l’invariance de la 
forme cubique e,,.w"p'x" (e,.- e%"étant le symbole antisy métrique 
unité, e,..— 1). D'ici on voit que les q” se transforment comme 
les combinaisons quadratiques (et non pas linéaires) e,,.qç°#°. 


$ 138. Supermultiplets 


La fonction d'onde d'un système formé par p quarks et q 
antiquarks est un superspineur de rang plus élevé avec p indices 
supérieurs et g indices inférieurs 

LIN NTUE 
Ce sont des quantités qui se transforment comme les produits de 
p composantes d’un superspineur contravariant du premier rang et 
de qg composantes d’un superspineur covariant du premier rang. 
À cause de la non-équivalence des indices supérieurs et inférieurs 
leur addition n’a pas de sens, donc le rang du superspineur doit 
être exprimé par un couple de nombres p, gq. 

Le rang d’un superspineur peut être abaisse par deux méthodes 
non équivalentes: la contraction par rapport à un indice supérieur 
et à un indice inférieur (c’est-à-dire la multiplication par le sym- 
bole symétrique unité 62) et l’antisymétrisation par rapport à un 
couple d’indices supérieurs ou à un couple d'indices inférieurs (c’est-à- 
dire la multiplication par e,,, ou par e?#+#), Ainsi, 


DE Lie ns ve, 
0 0 
9719: Ca,a;b mie de, bb, p,Cbibr8 = dr. 


Par conséquent, le rang d’un superspineur ne peut être abaissé 
s’il est symétrique par rapport à tous les indices supérieurs et à 
tous les indices inférieurs (scparément) et si ses traces par rapport 
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à tout couple, formé par un indice supérieur et un inférieur, sont 
nulles. De tels superspineurs sont appelés irréductibles ; leurs com- 
posantes réalisent les représentations irréductibles du groupe SU (3). 
Le nombre de composantes indépendantes d’un superspineur irré- 


ductible de rang [| est égal à! 


Nye=z +1) (+1) (p+4+2) (138,1) 


Si l'état d’une particule est décrit par le superspineur de rang 
HI il existe N,, états mutuellement dégénérés qui forment le 


supermultiplet de particules. Dans le cadre de la symétrie en ques- 
tion tous ces états sont équivalents et il n’y a pas de raisons de 
préférer un jeu d'états quelconque. Pourtant, une fois « branchées » 
les interactions affectant la symétrie la classification des constituants 
du supermultiplet suivant les valeurs des nombres quantiques qui 
caractérisent ces interactions devient essentielle. Dans ce sens un 
supermultiplet peut être divisé en quelques isomultiplets dont les 
constituants ont les nombres quantiques Ÿ, T, T, déterminés. 

D’après (137,14) aux composantes d'un superspineur contrava- 
riant de premier rang correspondent les valeurs suivantes des nom- 
bres Ÿ et T.,: 


1 ° Ÿ° 


l I ] ] 2 
OTi=(z. 3) (8-7) (30). 
Les nombres quantiques des antiquarks sont contraires (en signe) 


aux nombres quantiques des quarks, de sorte que pour les compo- 
santes du superspineur covariant on a 


%: | ue ,) Ÿ 
Te (3, 3) (3 +) (50) 


1 Désignons par P,, P+, Pa (OU 91, +, a) le nombre d'unités, de deux et 
de trois parmi p indices supérieurs (ou g inférieurs). Etant donné que p, +p.+ 
+Pa=p. pour p. donné le nombre p, peut parcourir p—p,;+1 valeurs de 0 à 
p—ps.. C'est pourquoi 


p 
l 
Nyw= D (—Pp:+1)=7 (+1) (p+2). 
Pa=0 
Si l'on n'exigeait pas que les traces du superspineur soient nulles, #,, serait 
donné par le produit W,5W5g- La condition de nullité de la trace est équivalente 
à l'égalité à zero d'un superspincur de rang (p—1, g—1). Par suite 
N pg = po og — Y p=1, ve, = 
ct l'on obtient (138,1). 
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Il en résulte qu'aux composantes du superspineur de rang a 
correspondent les valeurs 


T, — Pi Ps _ Dhs 


? . (138,2) 
y Ps Ses 9 + = (p,—q), 
et 
ZT, = pq. (138,3) 


Toutes les particules connues à présent possèdent des charges Ÿ 
et Z entières. Elles ne peuvent faire partie que des super- 
multiplets, pour lesquels 


p—q—=3n, (138,4) 


où #7 est un nombre entier. On appelle les superspineurs correspon- 
dants supertensurs à la différence de superspineurs proprement 
dits pour lesquels p—gq=£ 3n !. 

Le supertenseur de rang le plus bas est formé par les quan- 
tités #5 (#3 =0). Il a huit composantes indépendantes et dans 
l’algèbre des superspineurs joue le rôle d’un vecteur [le nombre 
de composantes coïncide avec le nombre de paramètres définissant 
les transformations du groupe SU(3)]. Les huit composantes À; 
(i — 1, 2, ..., 8) du supervecteur sont liées aux composantes 4 (a, 
b—1, 2, 3) par les relations: 


8 
= S AY, A= Tr) =), (138,5) 


iz= 1 


1 Cette terminologie est analogue à celle adoptée dans l'algèbre spinorielle 
ordinaire et a le sens mathématique suivant. Parmi les transformations du 
groupe SU(2) il y a les multiplications par U=—WÏ—Ææ+1. Les spineurs de 
rangs impairs changent de signe pour la transformation U——1, tandis que 
les tenseurs (spineurs de rangs pairs) restent inchangés. D'une façon analogue, 
dans le groupe SU(3) il y a les transformations U= y 1=1, e*?216/3, Les su- 
pertenseurs, contrairement aux superspineurs proprement dits, ne changent pas 

. _ .+t2ni/3 
pour les transformations U=e : 

2 Une telle définition est analogue à la relation entre les composantes du 
spineur habituel du deuxième rang Ÿ$ et du vecteur à trois dimensions À, qu'on 
peut représenter sous la forme 


] 
=> A0, À =14$0} . 
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ce qui donne sous la forme développée 
b — 


C{ At 4e AA. A,—iA: | 


al] + ! 1 
Ÿ» | À, -+iA, ei A,—iÀ, ( (138,6) 


; s 2 
A,+iA, À, + i4, V3 A] 
Considérons d'une façon plus détaillée la structure de deux 
premiers supermultiplets: 4% (8 composantes, superoctet) et v“?° 
(10 composantes, superdécuplet\. 
Attribuant aux composantes #% les valeurs Ÿ, 7, conformé- 
ment à (138,2) et représentant ces couples de valeurs par les points 


Fig. 26 


du plan, on obtient le diagramme de l'octet, représenté sur 
la fig. 26, a: le cercle double à l'origine des coordonnées signifie 
que ce souple de valeurs Ÿ, T, intervient deux fois. 

Les couples }”, T. se divisent en groupes, qui constituent les 
isomultiplets avec Ÿ et T déterminés; finalement on obtient le 
diagramme de la fig. 26,b, où chaque point représente un 
isomultiplet. De cette façon, le superoctet contient un isosingulet, 
un isotriplet et deux isodoublets auxquels correspondent les 
composantes 4? suivantes : 


Y T 
Hd Hd O0 Oetl 
pl, ve | te) 
1. Ÿ2 — Ja 


Dans la première ligne on peut séparer les combinaisons corres- 
pondant aux valeurs déterminées de T. La composante —# — 
= 4%} -—45 est un isoscalaire, donc il lui correspond T —=0. Quant 
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à la combinaison w#!—+1#? qui lui est orthogonale, elle correspond 
à l’état T—1, T,—0. De cette façon, à l’isotriplet et à l’isosin- 
gulet correspondent les composantes 


1 2 e l 
73 CD, di, 4 (T=1), 
3 1 2 _ l 1 2 3 — 
V 2 it) = 7 Chi + — 2) (T =0). 


Les superoctets sont formés, évidemment, par les mésons énu- 
mérés dans (135,2) et les baryons énumérés dans (135,4). L'octet 
de baryons est décrit par le superspineur (l'indice supérieur dé- 
signe la ligne et l'indice inférieur la colonne) 


D + p | 


(138,8) 


dr = S— 01 7 — A nl . (138,9) 


2 


Ce tableau doit être interprété dans le sens qu'’afin d'obtenir y£ 
normalisé pour une particule quelconque, il faut remplacer son 
symbole par l'unité et tous les autres par les zéros [cf. plus 
bas (139,7)]. e 

L'octet d’antibaryons est décrit par le superspineur #5 conju- 
guëé complexe du superspineur (138,9) : 


Ÿ5 = pe”. (138,10) 
Pour l’octet de mésons 
MR UE + ; 
+ 7 K 
L 1 0 
Y£ ñ M ET K . (138,11) 
K7 K° —. 21 


Ce superspineur est hermitien (42° —42): les particules y figurent 
simultanément avec leurs antiparticules !. 

1 Les baryons diffèrent des mésons par la valeur du nombre baryonique B. 
C'est un nombre quantique étranger au groupe de symétrie considéré, dont 
il faut ici tenir compte en attribuant aux quarks la valeur déterminée de 
B(B=1/3) comme une caractéristique supplémentaire (pour les antiquarks 
B=——1/;). Les mésons sont «constitués» par un quark et un antiquark (un 
indice supérieur et un indice inférieur de 4#$). Quant aux baryons, il faut les 
considerer ici comme étant «constituées» par trois quarks, à quoi correspond le 
superspineur eabd4f, avec trois indices supérieurs. 
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Enfin, considérons le supermultiplet qui est décrit par les super- 
spineurs irréductibles °°; il contient 10 constituants (décuplet). 
La fig. 27 représente ses diagrammes en axes Ÿ, T, et Y,T. 


e Î e 
123% [1257 


2 -2 
Fig. 27 


La correspondance entre les composantes #‘° et les valeurs des 
nombres quantiques est la suivante: 


|YTT.> [YTT,> 
ps (1) | — 200 pli (1) | [tt 
°°! (3) = 1/3 — 1/22 | ÿ'i° (3) Æ | 1°/:—1/,5 
p°°: (3) sl 117, 1/2) ÿ'# (3) 7 115,173 (138,12) 
g11 io — 4° (1) | 1573 °/22 
[#6 7101 —D 


312 12 
°1: (6) 7e |010> 
| (8) 75 010 


(entre parenthèses, après le symbole °° il est indiqué le nombre 
de composantes identiques qui s’obtiennent par la permutation 
des indices a, b, c). Les symboles |[YTT.> doivent être interprétés 
comme les composantes correspondantes des isospineurs!. 


Problème 


Décomposer en parties irréductibles les produits de deux superspineurs ir- 
réductibles : #2 çé, Pb ae fs pabcpé. 

Solution. Symétrisant le produit pop£ par rapport aux couples d'indices 
ac et bd et égalant à zéro sa trace, on obtient le superspineur irréductible de rang 


[2] (plus bas le symbole du rang est interprété comme symbole du superspineur 


1 On connait un décuplet de baryons de spin ?/,. En font partie 9 parti- 
cules instables (résonances), ainsi que le baryon métastable Q- (isosingulet). 
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irréductible). Elcvant le couple d’indices inférieur ou abaissant le couple supé- 
rieur, c’est-à-dire formant ni ef eateVETE et symétrisant par rapport à 


abc, on obtient les superspineurs 0 et 3 |: Contractant par rapport à un 


couple d'indices de deux façons (pv et 2 p£), symétrisant par rapport au 
deuxième couple et égalant la trace à zéro, on obtient deux superspineurs 1] 


Enfin, contractant par rapport à deux couples d'indices, on obtient le supersca- 
laire po 5. Ces résultats peuvent être écrits sous la forme 


DOS OMESNANEN! 


O-Q-H+ 010 
I-L (01 


S 139. Opérateurs superspinoriels 


L'utilisation de la symétrie unitaire pour l'établissement des 
relations entre les caractéristiques physiques des particules et entre 
les probabilités des réactions différentes se réduit au calcul des 
éléments de matrice des opérateurs possédant un caractère super- 
spinoriel déterminé. 

Soient les opérateurs F;: (î-=1, 2, ..., 8) qui d’après leurs 
propriétés de transformation sont des composantes d’un supervec- 
teur. Dans leur action sur les indices superspinoriels de la fonction 
d'onde de tels opérateurs se ramènent à la multiplication par 
la composante correspondante du superspin, la matrice À,!. C'est 
pourquoi la forme générale de l'opérateur vecteur agissant sur 


la fonction d'onde superspinorielle de rang H est 


nn p 
F;= CiÀ, +cA;, À,= > A, 
dE (139,1) 


où par À, et À; sont désignées les mêmes matrices, mais agissant 
respectivement sur les indices supérieurs et inférieurs de la fonc- 
tion  : 
a — D (UN = (A bar 
(4) = (à,)5 Ù (ha = (À ;)a Ÿo- (139,2) 
1! De mème que les opérateurs vecteurs ordinaires dans leur action sur les 


indices de spin de la fonction d'onde s'expriment au moyen des matrices de 
Pauli ©. 
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L'indice r indique le numéro de l'indice sûr lequel agit cette 
matrice. Rappelons que les indices superspinoriels supérieurs et 
inférieurs correspondent aux propriétés de transformation sensible- 
ment différentes ; c’est justement pour cette raison que les termes 
à additionner A; et A, doivent, dans le cas général, figurer dans 
(139,1) avec les coefficients indépendants différents. 

Avec les composantes d’un supervecteur on peut mettre en 
correspondance d’après (138,6) les composantes d’un superspineur 
mixte du deuxième rang. En conformité, au lieu des opéra- 
teurs F;, on peut introduire les opérateurs F£(a, b—1, 2, 3; 
F3= 0). (139,1) s'écrit pour ces derniers comme 


a = A9 + c.A3, (139,3) 
p S g__ 
A= 2, AM= 2, (139,4) 


où Îles matrices À$ s’expriment au moyen des À; conformément 
à (138,6). Leur forme explicite : 


0 10 001! ‘0 O OŸ 
2-[000|, (0 0 0 |, m-(001) 
000 000. 000, 
fus) ‘0 O0 O\ 000 
M=|100| u-(o00). K=[000!, (139,5) 
000 1 00: 0 10; 
2 O0 oO 10 0 —] 00 
M=+l0—1 0),M=-+| 02 0), M=+| 0—10). 
0 O0—1 \ 00—1]; ._ 0 02 


Notons que ces matrices sont réelles et À2 est la transposée de 
AS 1: 
(Ace: = (A$)8.. 


A titre d’exemple considérons la séparation des masses d’un 
supermultiplet, due à la partie «modérée» des interactions fortes 
violant la symétrie unitaire (M. Gell-Mann, 1961 ; S. Okubo, 1962). 

Sans posséder la symétrie SU (3) complète, cette interaction 
possède pourtant la symétrie isotopique propre à toutes les inter- 
actions fortes. Par conséquent, l'opérateur déterminant la 
séparation des masses doit être un isoscalaire. L'’isoscalaire le 
plus simple, qui n'est pas en même temps un scalaire par 


1 Ne pas confondre les indices a, b des numéros des matrices avec les indi- 
ces a’, b” numérotant les éléments de ces matrices | 
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rapport à tout le groupe SU (3), est la composante 3 d'un super- 
spineur. Il est naturel de supposer que l'opérateur de séparation 
des masses (désignons-le par m3) soit justement d’un tel caractère. 
Les isomultiplets restent alors non séparés; leur séparation ulte- 
rieure doit être liée aux interactions électromagnétiques. 

Les corrections cherchées aux masses des constituants d’un 
superoctet (valeurs moyennes de l’opérateur m3) sont données 
sous la forme la plus générale par les expressions du type 


h Am = ci (Aa We + cape (A3)8 VE (139,6) 
(4? = w$"). Au cours du calcul d'après cette formule il faut laisser 
dans (138,9) (octet de baryons) ou dans (138,11) (octet de mésons) 


différentes de zéro tour à tour seulement celles des composantes 
de % qui correspondent à l’une des particules. Ainsi, par exemple, 


001 , 10 0 000 
(45), = s 00): sons à 1 + O |, (ÿé)z- — 100) 
000 0 0 —2 000, 
(139,7) 


De cette façon on obtient pour les masses des particules dans 
l’octet de baryons 


m(E)=m +, m(N)=m +, 


m(2)=m — ARE , m(A)=m, + AS 


(m, étant la masse de l’octet non perturbé). Eliminant les constan- 
tes m,, c,, c. on obtient la relation 


— [m(E)+m (N)] = + [m () + 3m (A)]. (139,8) 


Pour l'octet de mésons 4#%= #2 et les produits dans deux ter- 
mes dans (139,6) coïncident. Posant c,—c,—c, on obtient 


m(K)=m+e, m(r)= MT, m(n=mt+T. 


Eliminant c et m,, on obtient! 
m (K)= + [m (x) + 3m (n)]. (139,9) 


1 Le meilleur accord avec les données expérimentales pour l'octet de mé- 
sons sera obtenu en remplaçant dans cette formule m par m*, c'est-a-dire en sup- 
posant que les valeurs moyennes de l'opérateur m3 déterminent les change- 
ments des carrés des masses. À titre d'argument on peut indiquer que les 
grandeurs physiques (amplitudes de diffusion) sont les fonctions de l'invariant 
p°—m®; par conséquent, c'est m* et non pas »m qui se présente comme une gran- 
deur plus naturelle. Pour l'octet de baryons : Am ms, et la différence entre 
deux suppositions n'a pas d'importance. 
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Pour un décuplet les fonctions d’ondes °° représentent le 
superspineur symétrique uniquement avec les indices supérieurs. 
C'est pourquoi dans (139,3) il ne reste qu’un seul terme, et la 
correction à la masse se détermine par l'expression 

Am = capa (A3NE 9° 


(où p,.—= +). A l’aide de (138,12) on en trouve pour les mas- 
ses m(T) des isomultiplets faisant partie du décuplet : 


m(0)=m +2, m(/.)=m,+c, 
m(l)=m, m (2) = Mo —C. 
EÉliminant m, et c on obtient 
m(0)—m(/,)=m('/,)—m(l)=m(1)-m("/.). (139,10) 


CHAPITRE XV 
ÉLECTRODYNAMIQUE DES HADRONS 


$S 140. Facteurs de forme électromagnétiques 
des hadrons 


La construction de l'électrodynamique achevée des hadrons 
dans le cadre de la théorie actuelle est impossible. Il est clair 
qu'on ne peut pas construire les équations décrivant les interac- 
tions électromagnétiques des hadrons sans tenir compte des inter- 
actions plus intenses que sont les interactions fortes. Or, l’absence 
de la théorie de ces dernières ne permet pas d'établir la forme 
explicite du courant d’hadrons à l’aide duquel! doivent être décri- 
tes les interactions en électrodynamique quantique. Dans cette 
situation on est contraint de se limiter à l'introduction du courant 
d’hadrons comme une grandeur phénoménologique dont la structure 
n’est établie qu’à partir des exigences cinématiques générales, non 
liées aux suppositions quelconques sur la dynamique des interac- 
tions. Quant à l’opérateur d'interaction électromagnétique, il aura 
toujours la forme 


—e(JA), (140,1) 


où maintenant le courant est désigné par une lettre majuscule J 
(à la différence du courant d'électrons j). Etant donné que l’ordre 
de grandeur de cette interaction est déterminé par la même charge 
élémentaire e, on peut comme avant se servir des méthodes de la 
théorie des perturbations. 

Etablissons la forme du courant de transition entre deux états 
d’un hadron en mouvement libre (ne s’accompagnant pas d’une 
transformation quelconque de l’hadron Îui-même). Ce courant figure 
dans le diagramme à trois extrémités 


1 


(140,2) 


Paz Pi 
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qui lui-même peut faire partie d'un diagramme plus complexe 
(par exemple, celui de la diffusion élastique d’un électron par un 
hadron). La ligne pointillée sur le diagramme (140,2) représente 
un photon virtuel; elle ne peut correspondre au photon réel, parce 
qu'une particule libre ne peut absorber (ou émettre) un tel pho- 
ton. Ceci étant, 

q® = (ps —p:} < 0. 


Considérons d’abord un hadron de spin 0. Soient w, et u. les 
amplitudes d'ondes des états initial et final de l’hadron, dans 
lesquels il possède les 4-impulsions p, et p.; pour une particule 
de spin O0 ces amplitudes sont des scalaires (ou pseudoscalaires)!. 
Le courant de transition d’hadrons J,; entre ces deux états doit 
être bilinéaire par rapport à u, et u:. Ecrivons-le sous la forme 


J=uiTu,, (140,3) 


où le 4-vecteur F est un opérateur de sommet inconnu [cercle sur 
le diagramme (140,2)]. En posant u,=u,=— 1, il sera tout simple- 
ment J'y =T. 

La conservation du courant est sa propriété universelle en 
électrodynamique, due à l’invariance de jauge de Ia théorie. Dans 
la représentation d’impulsions elle s'exprime par l’orthogonalité du 
courant de transition à la 4-impulsion du photon qg=p,—p, : 


qJ = 0. (140,4) 
Dans ce cas cela signifie que F doit être de la forme 
T = PF (q°}, (140,5) 


où P—p,+p., et F(q°) est une fonction scalaire de l’unique va- 
riable indépendante invariante: du carré qg°. Etant donné que le 
type d’hadron ne change pas au cours de la transition, on a 
p°=— pi M(M étant la masse de l’hadron) et par suite Pq = 0. 

Les éléments de matrice (140,3) avec FT de (140,5) (et avec eux 
l’opérateur J lui-même) sont de vrais 4-vecteurs. L'opérateur d’in- 
teraction (140,1) est de ce fait un vrai scalaire. De cette façon, 
l'interaction électromagnétique des hadrons de spin 0 se trouve 
être automatiquement P-invariante. Elle sera également T-inva- 
riante. En effet, premièrement, l’inversion du temps permute les 


1 Rappelons qu'une onde plane s'écrit sous la forme Ÿ— — e—iPx, À la 

e 
normalisation à une particule dans l'unité de volume correspond (pour les par- 
ticules de spin 0) la normalisation du scalaire conformément à u*u —1: dans 
ce cas on peut poser tout simplement u—1 ($ 10). Nous définissons plus bas. 
le courant de transition par rapport aux amplitudes u,, u, conformément aux 
notations du $ 65. 
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4-impulsions initiale et finale, la somme P = p, + p, restant inchan- 
gée. Deuxièmement, l'inversion du temps change le signe des com- 
posantes spatiales des 4-impulsions sans changer leurs composantes 
temporelles; quant aux composantes du 4-potentiel À, elles se 
transforment de la même façon, de sorte que le produit JA ne 
change pas. 

La fonction invariante F (g°) est appelée facteur de forme élec- 
tromagnélique de l’hadron. Dans le cadre de la théorie phénomé:- 
nologique sa forme ne peut être, certes, établie. On peut affirmer 
toutefois que cette fonction est réelle (dans la région considérée 
g* < 0). Ceci résulte des mêmes considérations qu’on a appliquées 
dans le $ 114 aux facteurs de forme de l'électron: pour g* < 0 il 
n'y a pas d'états intermédiaires qui puissent figurer dans le second 
membre de la relation d'unitarité; c’est pourquoi la matrice M}; 
et par suite J,, lui aussi seront hermitiques. 

Pour g—0 les états initial et final coïncident, de sorte que J}, 
devienne l’élément de matrice diagonal. En particulier, e(J°),./2e. — 
— eF (0) est la densité de charge coïncidant (normalisation à une 
particule dans l’unité de volume!) avec la charge totale de la 
particule. 

Pour une particule électriquement neutre F (0) —0. Soulignons, 
pourtant, que cela ne signifie pas encore que la particule est réel- 
lement neutre. Si une particule est réellement neutre et possède 
la parité de charge déterminée, F(g°) = 0 pour tous les g°: étant 
donné la parité de charge négative de l'opérateur courant ($ 13), 
ses éléments de matrice entre deux états d’un seul et même hadron 
sont nuls1. 

Passons aux hadrons de spin :/.. Dans ce cas, les amplitudes 
d'ondes u,, u, sont des bispineurs, et le courant d’hadrons a la forme 


J'y =uTu,. (140,6) 


Avec les combinaisons bilinéaires de «, et u, et les 4-vecteurs p,, p, 
on peut construire les grandeurs 4-vectorielles vraies aussi bien que 
les grandeurs pseudovectorielles [satisfaisant à la condition (140,4)]. 
C'est pourquoi la condition de P-invariance de l'interaction n’est pas 
automatiquement satisfaite, et on doit encore la satisfaire“. Comme 


1 Cela ne signifie pas, bien sûr, qu'un tel hadron n'interagit pas du tout 
avec le champ électromagnétique. Le produit de deux opérateurs courant, J (x) J (x’), 
est déjà à parité de charge positive, et ses éléments de matrice sont differents 
de zéro pour les transitions entre les états à la même parité de charge. Donc 
un hadron réellement neutre peut diffuser un photon ou émettre simultanément 
deux photons, c'est-à-dire participer aux processus d'ordre plus élevé en «@. 

? Les données expérimentales existantes ne révèlent pas de cas où la con- 
servation de la parité spatiale dans les interactions électromagnètiques des ha- 
drons se trouve affectée. 
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on a montré au $ 114, à cette condition l’opérateur de sommet 
contient deux facteurs de forme réels (pour g° < 0) indépendants. 
Ecrivons-le maintenant sous la forme 


L'=2M(F,— Fu) 5e + Favt =2M (Fe Fa) De Fa +, = 


= AMF, Gr) + UF. —F,)0#"q, (140,7) 


où F,(g°) et F,(qg°) sont les facteurs de forme invariants (M étant 
la masse de l’hadron); il est facile de s'assurer à l’aide des 
égalités P° +- g® = 4M® et (114,5)! que les trois expressions écrites 
sont équivalentes. 

Les facteurs de forme électromagnétiques entrent dans la 
catégorie des amplitudes invariantes dont la notion a été introduite 
au $ 71. On peut les considérer comme les amplitudes d’une 
«réaction» représentant (dans son canal d’annihilation) la désin- 
tégration d’un photon virtuel en un hadron et un antihadron. 
Le photon virtuel est une «particule» de spin 1. Quant au fait 
que sa désintégration en deux particules de spin !/, doit être dé- 
crite par deux amplitudes indépendantes, il est facile de s’en assurer 
par le calcul des amplitudes d’hélicité correspondantes <A,A | S/|2, > 
(cf. $ 70). En effet, en vertu de la P-invariance les quatre éléments 
non nuls de la matrice S sont égaux deux à deux 


1/2 17,1S1] 1> =<—1/,—17,|S1|— 1), 
ES 10 = <—1, | 8 [0>. 


L’'exigence de T-invariance (ou de C-invariance, dans le canal 
d’annihilation) n’ajoute pas de nouvelles relations entre ces éléments. 
A cette circonstance est lié le fait que l'interaction décrite par 
l'opérateur de sommet (140,7) est automatiquement aussi T-inva- 
riante (une telle situation n'a, pourtant, pas lieu pour les parti- 
cules de spins plus élevés). 

Pour g—0, les termes d'ordre zéro et du premier ordre (en gq) 
dans (140,7): 

Le F, (0) v— 557 [Fa (0)— F. (0)] otq,. (140,8) 

1 On verra plus bas s’il est rationnel de déterminer les facteurs de forme 
conformément à (140,7) (R. Sachs, 1962) 


Dans la littérature on utilise également les facteurs de forme F, et F, 
définis de la même façon que f et g dans (114,6), c’est-à-dire conformément à 


F 
re — Fay — ri org, 


Ils sont liés à F,, F, par les relations 


Fe=Fi+Pp Fan =Fit Fo 
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Il en ressort (cf. $ 114) que F,(0) est la charge électrique de la 
particule (en unités e) et F,(0)—F,(0) son moment magnétique 
anomal (en unités e/2M)!. 

Jusqu’à présent nous n’avons utilisé que les facteurs de forme 
dans la représentation d’impulsions, ce qui est certes suffisant pour 
la description des phénomènes observables. Pourtant, à des fins pure- 
ment illustratives on peut donner aux facteurs de forme une inter- 
prétation quelque peu plus évidente, en les considérant comme des 
transformées de Fourier de certaines fonctions des coordon- 
nées. 

A cette fin il est commode de choisir le référentiel où P—p,+ 
+ p.=0 (dit référentiel de Breit); c'est toujours possible, car 
P?> 4M? > 0. Dans ce référentiel e, — €, = €, de sorte que P"=- 2e, 
et les composantes du 4-vecteur g sont g°=0, qg=2p. — —2p.. 

Pour un hadron de spin 0 le courant de transition prend dans 
le référentiel de Breit la forme particulièrement simple: 

Ji _ 

x =F(—4), J=0. 
D'ici on voit que F(—g*) peut être interprété comme la transfor- 
mée de Fourier de la distribution statique des charges de densité 


r AJ 
ptn=e ns | F(—af)eis d°q. (140,9) 


En ce sens on parle de la structure électromagnétique spatiale 
d’une particule: pour F const = 1 on aurait p(r)—eô(r); or, la 
dépendance du facteur de forme de g est interprétée comme écart 
de la distribution de charge de la charge ponctuelle. Soulignons, 
pourtant, qu'il ne faut pas attribuer à cette interprétation le sens 
littéral. La fonction p(r) n’est relative à aucun référentiel déter- 
miné car à chaque valeur de qg correspond son référentiel. 

Ce n’est qu’à la limite non relativiste des petits g° << M", quand 
la variation de l'énergie d’une particule au cours de la diffusion 
peut être négligée, que le référentiel de Breit coïncide avec le 
référentiel où la particule est au repos et ne dépend pas de g. 
Les états initial et final de la particule à cette approximation sont 
les mêmes, de sorte que le courant de transition devient l’élément 
de matrice diagonal et la fonction p(r) acquiert le sens réel de la 
distribution spatiale de charges. Cependant, pour les particules 
élémentaires les valeurs caractéristiques de |g|, pour lesquelles les 
facteurs de forme varient sensiblement, ne sont qu’un peu infé- 
rieures à M. Donc, à la limite non relativiste on peut en général 
remplacer pour ces valeurs F (— g*) par F (0), c’est-à-dire considérer 


1 Ainsi, pour le proton F,(0).:1, F,(0)—-F, (0) -1,793. Pour le neutron 
F.(0)=0, Fh(0)=— 1,913 (le moment magnétique est entièrement « anomal »). 
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la particule comme ponctuelle. Pour les noyaux, la situation est 
bien différente. La masse M d’un noyau est proportionnelle au 
nombre À de nucléons qu'il contient et la valeur caractéristique 
|g|l-— 1/R, c'est-à-dire qu'elle est proportionnelle à AÀ-' (R est 
le rayon du noyau). C'est pourquoi pour des noyaux suffisamment 
lourds les valeurs caractéristiques g°<£< M, et, de cette façon, la 
considération non relativiste est admissible dans tout l'intervalle 
essentiel ; par cela même la notion de structure électromagnétique du 
noyau acquiert le sens bien déterminé. 

Pour une particule de spin :/, on obtient de (140,7) dans le 
référentiel de Breit 


Jji ES (Fe—Fx) À (u,u) + Fa (u,y°u,) — Fa (u,y'u), ( 140,10) 


1 : se 
Ji= 5x Fn iq X(u,Eu), (140,11) 


où © est un opérateur à trois dimensions (matrice) de spin (21,21), 
et dans (140,10) est utilisée l'égalité 


e (u,v'u,) = M (u.u,) 


qu'il est facile de vérifier à l’aide des équations de Dirac pour u, 
et u, avec P;, = —p:. 

La composante temporelle du courant de transition (140,10) 
diffère de l’expression pour une «particule ponctuelle» (électron) 
par le facteur F,(—q*). C'est pourquoi on peut dire que le fac- 
teur de forme F,, dit de charge, décrit «la distribution spatiale de 
charge» conformément à (140,9). 

D'une façon analogue, on peut associer au vecteur tridimen- 
sionnel (140,11) «la distribution spatiale» de la densité de courants 
ej(r)=rotu(r), où 


nn) = 5% 2 | Fa (— g5) eisrdq 


représente «la densité du moment magnétique». De cette façon, 
le facteur de forme F,, (on l’appelle magnétique) peut être inter- 
prété comme la densité de la distribution spatiale du moment 
magnétique, cela naturellement avec les mêmes réserves qu'on a 
faites plus haut à propos de la distribution de charge. Ceci étant F, 
renferme le moment magnétique «normal» de Dirac aussi bien 
que le moment «anomal» propre à l’hadron; à la «densité» de 
ce dernier correspond la différence F, —F.. 

Il est naturel de supposer que les points singuliers des facteurs de 
forme électromagnétiques d’hadrons, tout comme ceux des facteurs 
de forme électroniques, sont situés aux valeurs réelles positives de 
l'argument {:-q°..—q*, ce qui permet de faire des conclusions 
déterminées sur le comportement asymptotique de la distribution 
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p (r) [ainsi que de u(r)] pour r—+oo. À savoir, la même transfor- 
mation de l'intégrale (140,9) qu’on a appliquée au $ 112 pour 
passer de (112,3) à (112,4) conduira à ce que pour les grands r 
on aura 


p(aner%r, 


où x3 est l’abscisse du premier point singulier du facteur de forme 
F(q°) (cf. également la note à la page 66). Si, comme c’est le cas 
habituel, la singularité la plus proche se détermine par le seuil 
de creation par un photon virtuel d’une paire d’hadrons (de masse M, 
chacun), on a x,—2M,. 


$ 141. Diffusion d'électrons par des hadrons 


Appliquons les formules obtenues au paragraphe précédent à la 
diffusion élastique d’un électron par un hadron. Désignons les 
4-impulsions initiale et finale de l’hadron par p, et p,, et les 
4-impulsions de l’électron par p. et p., alors 


Pe + Pr = Pe + Ph: (141,1) 


Le processus en question est représenté par le diagramme 


ns 
à (141.2) 
TT 

Ph Ph 


A l'émission d’un photon virtuel par un électron correspond l’opé- 
rateur de sommet hatituel y et à son absorption par un hadron 
l'opérateur F. 

Considérons le cas le plus intéressant d’un hadron de spin !/, 
(par exemple, la diffusion d’un électron par un proton ou un 
neutron). 

Au diagramme (141,2) correspond l'amplitude de diffusion 


M, = 47e 7 (veu) (Gil us). (141,3) 


Le calcul de la section d’après cette amplitude n’a pas de diffé- 
rences de principe avec les calculs effectués au $ 82; ici il est 
commode d'écrire l’opérateur F sous la forme de la première des 
expressions (140,7). 
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Pour la diffusion des particules non polarisées on obtient le 
résultat suivant : 


na“di 
do = A X 
[s— (M Lm)*] [S— (VW —1m)"] t- (1 7m) 
x FE (52) (4ME 0) ] — fe Fi, (su) (AM 0) (4m + ]) | 


(141,4) 
Ici M est la masse de l’hadron et m la masse de l’électron, 


s—(p. + ph}, t— 3 = (p.—pe), u =(p,—p}}, 
S+i+u= 2m +2M:, 

Considérons quelques cas limites. 

Pour la diffusion d'électrons par un noyau lourd, le cas le 
plus intéressant est celui où le transfert de l'impulsion de 
l'électron au noyau 41 est petit devant la masse du noyau, mais 
non petit devant 1/R (R étant le rayon du noyau), de sorte que 
le noyau ne puisse être considéré comme ponctuel. Dans ce cas le 
référentiel du centre d'inertie coïncide approximativement avec le 
référentiel où le noyau est au repos, le recul du noyau peut être 
négligé et l'énergie de l’électron ne change pas. Alors 


—t=qg M, n|dt|=pido,, 
s—M° >= Mu =2Me, 
et la formule (141,4) prend la forme 


do = (4e? — g°) FE (— q°). (141,5) 
À cette approximation il ne reste dans la section que le terme 
contenant le facteur de forme électrique et (141,5) correspond à la 
formule (81,5), valable pour la diffusion d’un électron par une 
distribution statique de charges. 

Pour la diffusion d’un électron par un neutron immobile dans 
le même cas limite e, << M (M étant la masse du neutron) on peut 
remplacer les facteurs de forme par leurs valeurs pour g=0, vu 
que, comme on l’a déjà noté, pour un nucléon isolé le «rayon» 
caractéristique de la distribution de charges est comparable à 1/M1. 
En vertu de la neutralité électrique du neutron, F, (0) — 0, et la sec- 
tion prend la forme 


sin* Eu 
2 


do= ap° (+1 Jde aus ( + sn (141,6) 


1 La valeur empirique de la moyenne quadratique du «rayon» d'un nu- 
cléon est & 3,5/M = 1/2m, (mm. étant la masse du pion) 
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où u — Fr (0) est le moment magnétique du neutron et à l’angle 
de diffusion. Cette formule correspond à la diffusion d’un électron 
par le moment magnétique ponctuel immobile. 

Enfin, écrivons la formule pour la section de diffusion d'un 
électron ultrarelativiste par un nucléon pour [g|>>m. g° est comme 
toujours le carré du transfert de l'impulsion dans le référentiel du 
centre d'inertie, donc l’invariant {——q°. Dans le référentiel où 
le nucléon initial est au repos (référentiel du laboratoire), on a 


—t 22 (p.pe) = 2e.e.(1 — cos Ÿ), 


où e,, e sont les énergies initiale et finale de l'électron et 
l'angle de diffusion dans ce référentiel. Dans le cas ultrarelativiste 
e. est liée à Ÿ par la même formule que pour la diffusion d’un 
photon [comp. (87,8)]: 


| ] 1 | 
en 0) 
Par suite on a 
eë sin À 
+ Sin 


nn AUS) dr (141,8) 


où do, = 2n sin 8 dû. Dans la formule (141,4) on peut omettre par- 
tout la masse m de l'électron; exprimant toutes les quantités en 
fonction de { et s—M°:-2Me,., on obtient 


do = LÀ Fi (0) Sn +4] — 


4aM— 1 
{ . (4Me,, +1} 
— 74} mt) ei, (141,9) 
ou, utilisant (141,7-8), 
; . 1 
COS" —— e 3 Fin 
0 = 0e = —#©— "À 
dé sin © pe sine À | 1 
2 A 2 EYE 
{ n n 
5% rs] (141,10) 


(M. Rosenbluth, 1950). 
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Notons que les contributions des facteurs de forme F, et F,, à 
la section sont indépendantes; il n’y a pas de termes d'interfé- 
rence entre eux. Ceci confirme que le choix des facteurs de forme 
est rationnel. 


Problème 


Trouver la section de diffusion d'un électron par un hadron de spin 0. 
Solution. Utilisant (140,5) on a au lieu de (141,3) 
4ne® ,— A 
Mi= (uePnue) F(q°). 
Pour la section on obtient 
___ na“d{ [(s—uÿ +(4M°—1)1] 
[s—(M + m}]ts—(M —m}] E 


[mêmes notations que dans (141,4)]. Pour | {15 m", 


do F? (t) 


46 sin + + Sin — 


[mèmes notations que dans (141,10)]. 


$ 142. Théorème de basses énergies pour 
le rayonnement de freinage 


Au $ 96 on a étudié le processus d'émission d’un photon lors 
de la collision des particules à la limite, quand la fréquence du 
photon tendait vers zéro. Il s’est avéré que l'amplitude du pro- 
cessus était inversement proportionnelle à w et s’exprimait d’une 
façon simple au moyen de l'amplitude de la même collision sans 
émission d’un photon mou (plus loin on va parler conventionnel- 
lement de cette dernière comme de l'amplitude de diffusion «élas- 
tique» en la désignant par M! 1). A l'approximation suivante 
en « on a 


Mi=ME"+ Mi, (142,1) 


où su terme principal (Zw71) s’ajoute le terme correctif (% «w°) 
indépendant de w. On verra que ce terme correctif (aussi bien que 


le terme principal) peut être exprimé au moyen de M, et 
cela indépendamment de détails (qui nous sont inconnus) de la 
structure électromagnétique de l’hadron. On appelle cette affirma- 
tion {héorème de basses énergies pour le rayonnement de freinage 
(F. E. Low, 1958). 


Co) 


1 Au $ 96 clle a été désignée par Mj. 
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On a vu au $ 96 que la contribution principale à l’amplitude 
d'émission du photon mou [qui correspond au premier terme dans 
(142,1)] est due aux diagrammes dans lesquels le photon est émis 
directement par une particule initiale ou finale. Ce sont les dia- 
grammes du type 


(142,2) 
contrairement aux diagrammes du type 
À 
Î 
(142,3) 
c) 


dans lesquels la ligne photonique part des parties internes du 
diagramme. Le trait caractéristique des diagrammes (142,2) est 
qu'ils peuvent être séparés en deux parties en coupant une seule 
ligne d’hadron virtuel (initial ou final). En d’autres termes, ils 
illustrent une propriété essentielle sous cet aspect: existence de 
l'état intermédiaire à une particule (hadron). On a vu au $ 80 
qu'en vertu des exigences d’unitarité cette propriété conduit néces- 
sairement à l'apparition de la singularité à pôle dans l'amplitude. 


Hadrons de spin 0 


Supposons, pour des raisons de simplicité, que des deux ha- 
drons en collision un seul hadron (le premier) ait une charge électri- 
que (et par suite peut rayonner) et que les deux hadrons soient 
de spin ‘. Les amplitudes d'ondes # de tels hadrons sont des sca- 
laires qu'un pose égaux à 1. 
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Alors, la contribution à l’amplitude de la partie de pôle du 
diagramme (142,2,a) a la forme 
; ee I : 
iMP = V 4x Eu (2p1 —k") Z,eF (PR -M:! 
Le premier facteur correspond au photon k (e, étant son 4-vecteur 
polarisation). Le second facteur correspond au sommet d’hadron 
électromagnétique (point gras sur le diagramme); il est écrit sous 
la forme (140,5), Ze étant la charge de l’hadron et F son facteur 
de forme. Le troisième facteur est le propagateur d’hadron virtuel 
Pi —k (M étant sa masse). Enfin, le facteur il désigne tout le 
sous-diagramme restant. Ce dernier diffère de l’amplitude du pro- 
cessus «élastique » 


| é (142,4) 


Ps 


P Pa 


par le remplacement de l’hadron réel p, par celui virtuel p, —k. 

Parmi les premiers termes du développement de l'expression 
(142,4) en puissances de w il y a les termes: 1) inversement pro- 
portionnels à ©, 2) indépendants de w, mais dépendant de la 
direction de À, 3) ne dépendant pas du tout de w, k. Les termes 
du troisième type (et uniquement de ce type) proviennent éga- 
lement des diagrammes «non singuliers» du type (142,3) n'ayant 
pas de singularité à pôle, ainsi que des parties des diagrammes 
(142,2) ne contenant pas de pôle. On verra que de tels termes pris 
ensemble se déterminent univoquement d’après les termes des deux 
premiers types par la condition d’invariance de jauge et donc 
n'exigent pas de calcul spécial. 

L’amplitude du processus «élastique» (142,5) ne dépend que de 
deux variables invariantes : 


S== (pi: Pa) = (pi À Pa), 
= (pe — pe). 
En remplaçant p, par p,—À non seulement on transforme s en 


(P,—k: p.)*, mais aussi on introduit Îa dépendance de la 
nouvelle variable 


(142,6) 


(Pi —R} — ME = —2pik 


qui exprime le caractère «non physique» de l'impulsion p, —k. 
Mais déjà le premier terme du développement par rapport à cette 
nouvelle (petite) variable élimine la singularité dans l’amplitude 
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(142,4) et par suite ne peut y donner que des termes indépendants 
de À, qui, d’après ce qui a dé dit plus haut, ne nous intéressent 
pas pour le moment. De cette façon on arrive à une conclusion 
importante qu’à la grandeur F dans (142,4) on peut substituer 


l'amplitude physique M" (s, {) en y remplaçant seulement 
S—+ (Pa + Pak} = S—2k(p, + p.). (142,7) 
Les premiers termes de son développement 


(Clast) oM{F'2s0 
D — ME (s, 1) — 2 (Rp, + kp) (E—). 
Pour la même raison n'a pas d’importance le fait que le fac- 
teur de forme électromagnétique F se rapporte ici au sommet où 
des deux extrémités d’hadrons (p, et p, —k) une seule est physique. 
On peut donc le remplacer par le facteur de forme de sommet à 
deux extrémités physiques, considéré au $ 140, et étant donné que 
le photon k est dans ce cas réel, on a F(k°) = F (0) = 1. 
De cette façon on trouve de (142,4) 


2 
MP Ze V En — 
ou nn C2 
— Ze} 412(e*p) —— RE —$— 2(p.k)—— +..., (142,8) 


où les points de suspension désignent les termes qui ne dépendent 
pas du tout de À [tandis que le deuxième terme dans (142,8) dé- 
pend de la direction de À]. D'une façon analogue on trouve que 
la contribution à M}; du diagramme (142,2,b) diffère de (142,8) 
par le remplacement des p,, p., k par les p,, p,, —k. Pour le 
terme principal du développement on obtient finalement l’expres- 
sion qui nous est déjà connue 


Mirv = Ze ar (EE pe” nr Miss (142,9) 


Pik Pak 
[comp. (96,5)]. 

Quant aux termes indépendants de À, on peut les déterminer de 
l'exigence d’invariance de jauge de l’amplitude dans son ensemble. 
À savoir, l'amplitude ne doit pas être changée par la substitution 
e*—+e*—+const.-Rk, c'est-à-dire qu’elle doit être de la forme 
M,; en Jr avec kJ—0. Il est aisé de voir qu’à cette fin il faut 
ajouter à (142,8) le terme indépendant de À 


—22,eV A4n(p.e*), 
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il en est de même du diagramme (142,2,b). On obtient définiti- 
vement 


. À ; amas) 
MP —2ZeV 4e; PE — ph + ph . pins | BE . (142,10) 


Cette formule représente la solution du problème posé. On peut 
la donner sous une forme plus compacte remplaçant identiquement 


ô (e) 
2P2, (), ü (3) Pie Ps Po 


(et de même pour 0/0p;) et introduisant les opérateurs différentiels 


__ Pin py 9 9 
du = 74 RE (142,11) 


(et d’une façon analogue d:,). Alors!, 
M9 =ZeVäne, (di +d}) Mf'°. (142,12) 


La section se détermine par le carré | M},,|*; avec la précision 
exigée 


Mal = Mi" +2 Re (MM). (142,13) 


Le deuxième terme donne la correction cherchée à la section de 
rayonnement. Effectuant la sommation sur les polarisations du 
photon, on obtient pour cette correction l'expression suivante 


— An (Ze)° (F5 — E) (d;+d,),|MÉ#0]*. (142,14) 


De cette façon, la correction à la section de rayonnement s'exprime 
en fonction de la section de processus «élastique» et de sa déri- 
vée par rapport à s. 


Hadrons de spin ?/, 


Soit maintenant un hadron chargé de spin :/, Le principe des 
calculs reste le même. Ce n’est que la forme concrète des sommets 
et des propagateurs qui change. 

Comme opérateur de sommet électromagnétique il faut prendre 
l'expression (140,7) qui, pour #*—+0 et pour la ligne photonique 
sortante, se réduit à 


Ze + bank, (142,15) 


1 La généralisation de cette formule au cas de la collision avec la partici- 
pation d'un nombre quelconque des particules chargées peut ètre obtenue en 


remplaçant Z, (di di) par la somme analogue sur toutes les particules initiales 
et finales. 
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où L,n est la partie anomale du moment magnétique de l’hadron 
[comp. (140,8)]. Quant à l'opérateur de sommet F lié à l’ampli- 
tude du processus «élastique», il se détermine conformément à 


MES U'iTu,, (142,16) 


où u,;=u(p,), u; =u(p;) sont les amplitudes bispinorielles des 
hadrons initial et final. Sa dépendance des 4-impulsions des par- 
ticules peut être représentée sous la forme 


=f(s, t)+(2,+p2f(s, #), (142,17) 


fs /, étant les amplitudes invariantes [comp. (71,3)]. 
Alors la contribution, par exemple, du diagramme (142,2,a) 
à l’amplitude du processus sera 


Lin D —R+M 
ME = GE 


l'argument s dans l devant être remplacé conformément à (142,17). 
Omettant les calculs simples, donnons le résultat définitif 


mi =VErzen |ç+a)r+ rer Eur x 


V'An (Zee + pu. oveuk,) u,, 


2 (P1k) 2 (P1k) 
x| ce RME (pitt) 8" (pie) 
(Pik) 
be kM+R (pe)—e* (pik 
hu hd Eu A PR (142,18 
(P1R) 


Dans la correction à la section, M? intervient, d’après (142,13), 
linéairement. Il est évident que le moment magnétique u,, ne 
peut figurer dans le résultat que sous la forme u,,6, ou u,,8, 
étant le vecteur polarisation des hadrons. Par conséquent, en 
prenant la moyenne sur les polarisations des hadrons, toute cette 
partie de la correction disparaît. Si l’on prend la moyenne aussi 
sur les polarisations du pholon, après des transformations simples 
il se révèle que la formule (142,14), exprimant la correction à la 
section de rayonnement en fonction de la section de diffusion 
«élastique », reste toujours valable (T. N. Burnett, N. M. Kroll, 1968). 


$S 143. Théorème de basses énergies 
pour la diffusion d’un photon par un hadron 


À la limite des petites fréquences la section de diffusion 
d’un photon par toute particule chargée au repos tend à sa valeur 
classique, donnée par la formule de Thomson. A cette limite cor- 
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respond une l’amplitude indépendante de la fréquence « du photon, 
qu'on désignera par M. Pourtant, il s'avère que pour la diffu- 
sion d’un photon (comme pour le rayonnement de freinage considéré 
au paragraphe précédent) sont indépendants des détails de la struc- 
ture électromagnetique de l’hadron non seulement ce premier terme 
du développement de l’amplitude en puissances de w, mais égale- 
ment le terme suivant : 

M,;,= M5? + M5}, (143.1) 
où MM eo (F. E. Low, 1954: M. Gell-Mann, M. L. Goldberger, 


1954). 


Le processus en question s'exprime par les diagrammes de 
trois types : 


k’ k k k' k’ k 
D 
ptk p-k" (143,2) 
p' p P' p  Pp' p 
a) 6) ) 


dont les deux premiers sont caractérisés à nouveau par la pré- 
sence de l’état intermédiaire à une particule et possédent donc la 
singularité à pôle. 

Toute l’argumentation et le principe des calculs restent les 
mêmes qu’au $ 142. Il suffit de calculer la contribution des par- 
ties de pôle des diagrammes (143,2,a,b) en exprimant les som- 
mets électromagnétiques au moyen des facteurs de forme statiques 
(charge Ze et moment magnétique anomal u,,) conformément à 
(142,15). 

Pourtant, à la différence du cas du rayonnement de freinage, 
les corrections à la section d'effet Compton n'existent que pour 
les particules douées de spin. Le fait est que dans le cas du rayon- 
nement de freinage, outre les corrections liées au spin, il y a éga- 
lement les corrections liées à la dépendance énergétique de l’am- 
plitude de processus «élastique ». Or, dans ce cas, le rôle de cette 
dernière est joué par les facteurs de forme qui, pour les «extré- 
mités physiques», se réduisent aux constantes et ne dépendent 
pas de l’énergie. C’est pourquoi pour la diffusion d’un photon les 
corrections n'apparaissent qu’à cause du moment magnétique que 
les particules de spin 0 ne possèdent pas. Ci-dessous nous allons 
considérer la diffusion d’un photon par un hadron de spin !/,. 
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Interprétant M}; comme la contribution à l'amplitude de dif- 
fusion des diagrammes à pôles, on a [comp. (87,3) et (87,4)] 


M,;=— An (Ze) exe, (u°Qru), (143,3) 
où 
Qu (+5) ET (5 + (7 — 5 LE (nt + SM), 
(143,4) 


S=(p+k)} =(p +R}, u=(p—k} =(p —Rk} 
et pour abréger sont introduites les notations 
Ok, = ZeSr, u,.0"*k1 = ZeS'r. (143,5) 


Permutant les opérateurs p-+M et tenant compte des équations 


u'(p—M\=(p—M)u=0, on peut mettre cette expression sous 
la forme : 


Q+» Le GC + S'#) kv'+2p" + VR—2D? (ve + sr) | Le 


2pk 2p'k 
ve" 90p'r 4 : vrk" — pr | 
Qp'k’ S +S 2ck’ es 
… pP+k+M DR LM à, 
[sr Es SEE sv |. (143,6) 


Une telle forme d'écriture (de même que la forme analogue 
avec k et k’ permutés) rend évidente l’invariance de jauge de 
l'expression (143,3), la condition d’invariance de jauge s'exprimant 
par les égalités 

k, (u'Qr'u) =(u Qu) k,=0 (143,7) 


(lors de la vérification il faut se rappeler que kk—0, kS—=K#"S" 0). 
Etant donné que la partie de pôle de l'amplitude de diffusion 
se révèle donc par elle-même invariante de jauge, la partie régu- 
lière [renfermant également la contribution du diagramme (143,2,c)] 
de l'amplitude doit être par elle-même invariante de jauge. D'ici 
il s'ensuit à son tour que le développement de cette partie en 
puissances de k et de k’ doit commencer par les termes quadra- 
tiques [comp. la note analogue concernant la condition (125,5)]. 
En d’autres termes, la partie régulière de l'amplitude commence 
par des termes proportionnels à ww’ = uw, c'est-à-dire qu'elle ne 
donne aucune contribution aux termes proportionnels à w° et w! 
qui nous intéressent. Ces derniers figurent donc dans l’expression 
143,3). 
Pour leur calcul efficace choisissons le référentiel du labora- 
toire où l'électron initial est au repos. Pour les photons choisis- 
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sons la jauge transversale à trois dimensions pour laquelle e, =e, =0. 
Alors pe=0, p'e'* — |p'| = w et de (143,6) on voit d'emblée que les 
premiers termes du développement de M}; seront proportionnels 
à w", tandis que les termes contenant u,, ne contribueront qu'aux 
termes proportionnels à w!. 

Les amplitudes d'ondes des électrons initial et final dans le 
référentiel du laboratoire ont, avec la précision nécessaire, la forme 


u=VIM(G), a =VEM (we, — Er (k—k No), 


w, w’ étant les spineurs à trois dimensions. 
Le calcul direct conduit au resultat suivant : 


M? = — 8n (Ze) (e'°*e) (w'*w), (143,8) 


Mit = — 16niMuino (w'*ow) [(n'xe*)x(nxe)]— 
— AniZeu,,w (wow) {n [(nxe)e"] +(#xe)(re"*)— 
—n' [(n'xe")e] —(n'xXe”")(ne)—2(e" Xe)} (143,9) 


(où n2:-k/w, n°'—k'/w'). 
La section de diffusion : 

do = My 2 do’ (143,10) 
[cf. (65,19)]. Pour la diffusion par une particule chargée sont dif- 
férents de zéro les M}? aussi bien que les M®. La précision adoptée 
admet alors la conservation dans le carré | M,;|° des termes | MF 
et Re(MWMF"). Le premier donne la section de Thomson. Le 
second s’annule lorsqu'on prend la moyenne sur les polarisations 
des photons et des électrons. C'est pourquoi pour la diffusion par 
un hadron chargé les corrections en question ne se manifestent 
que dans les effets de polarisation. 

Pour la diffusion par un hadron électriquement neutre M? —0 
et la section se détermine par le carré | Mi}|*. Effectuant la moyen- 
ne sur les polarisations des particules finales et la sommation 
sur les polarisations des particules initiales, on trouve pour la 
section (en unités ordinaires) 


do = (24 sin*) do’, (143,11) 
où Ÿ est l’angle de diffusion du photon, et le moment magnétique 
anomal coïncide avec le moment total u. Notons que par sa 


dépendance angulaire cette section correspond au cas de la diffusion 
antisymétrique (cf. problème 2, $ 61). 
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$S 144. Moments multipolaires des hadrons 


Considérons maintenant le courant de transition correspondant 


au diagramme 
PAN (144,1) 


Pe Ps 


pareil à (140,2), mais dans lequel les lignes p, et p. correspondent 
aux particules différentes (de masses M, et M.): ici il sera plus 
commode de représenter la ligne photonique k--p,—p, comme 
partant du sommet. Ceci étant, le photon peut être maintenant 
virtuel aussi bien que réel : on doit avoir seulement k° < (M, — M}, 
de sorte que la valeur 4° — 0 est admissible. Ainsi, les applications 
du diagramme en question renferment, en particulier; les processus 
d'émission d’un photon lors des transformations des particules, 
y compris les noyaux (dans ce dernier cas le rôle des particules 
initiale et finale est joué par le noyau dans des états différents). 

En rapport avec la question posée, le cas le plus intéressant 
est celui où la longueur d’onde du photon est grande devant les 
«dimensions» caractéristiques de la particule (c'est-à-dire devant 
les dimensions figurant dans ses facteurs de forme ; pour un noyau 
elles coïncident, bien sûr, avec son «rayon»). Alors le courant de 
transition peut être développé en puissances de k!. 

Notons avant tout qu'il doit être 


J,; =0 pour k=0. (144,2) 


En effet, à la limite k— 0 correspond le potentiel constant dans 
l’espace et le temps. Mais un tel potentiel n’a pas de sens physi- 
que et ne peut provoquer aucun processus réel. On peut aboutir 
à la même conclusion si l'on adopte unpoint de vue plus formel : 
les courants étudiés au $ 140 étaient différents de zéro pour k—0 à 
cause des termes proportionnels au 4-vecteur P —p,+p,; mais pour 
M, M, le produit Pk-ÆO, de sorte que de tels termes sont 
interdits par la condition de transversalité du courant. 

Ecrivons la condition de transversalité du courant J,; =(p,;, J,) 
sous la forme tridimensionnelle 


RJ,; = @f},;. (144,3) 


1 Ci-dessous nous suivons la méthode proposée par V. Bérestetski (1948). 
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Cette condition peut être satisfaite de deux façons: 


J,; =w0(k, &), p;; =RkO(R, w) (144,4) 
ou 
J;=RXa(R, w), py; =0. (144,5) 


Ici © est un certain vecteur polaire et a un vecteur axial. Dans 
le premier cas il s’agit du courant du type électrique et dans le 
second de celui du type magnétique. D’après (144,2) & et æ&, pour 
k,o —0, restent finis ou s’annulent. 

Soit w << M, l'énergie du photon. Alors, on peut négliger l'effet 
de recul et considérer comme étant au repos (dans le référentiel 
de repos de la particule M,) la particule finale M, elle aussi ; 
alors w devient une quantité donnée: w—M,—M.. Les états des 
particules M, et M, au repos sont caractérisés par les spineurs à 
trois dimensions w, et w, de rangs 2s, et 2s., où s, et s, sont les 
spins des particules. Le courant de transition doit être une com- 
binaison bilinéaire de w, et w;. Avec des produits des composantes 
de ces spineurs on peut former des tenseurs irréductibles de rangs 
l=s+s,, ..., [S —5,| (pour / donné ce sera un tenseur vrai ou un 
pseudotenseur selon les parités intrinsèques des particules M, et M.). 
Outre ces tenseurs, on ne dispose que du vecteur k. Ayant en vue 
de construire le premier terme du développement du courant en 
puissances de k, il faut à l’aide de ces grandeurs construire le 
vecteur de puissance de k la plus basse possible. Ce but sera atteint 
en prenant le tenseur de rang le plus bas et en le multipliant 
scalairement /{— 1 fois par le vecteur k. Ce sera justement le vec- 
teur polaire ou le vecteur axial a. 

Soient Q,, les composantes sphériques d’un tenseur, formé par 
les amplitudes d'ondes des particules. Les composantes sphériques 
du tenseur de rang {—1, formé par des composantes de À, sont 
égales à |R|1Y,_, ,(#) (où r=k;w). D’apres la règle générale 
d'addition des tenseurs sphériques [cf. III (107,3)] les composantes 
sphériques du vecteur © peuvent être écrites sous la forme 


4 VA TATHT 
Di Tr V El x 


x2 Fee . En Q., A PET \tm (#2), 


où À prend les valeurs O0, + 1 (sur le choix du facteur commun, 
cf. plus bas). Utilisant les formules (7,16), on peut exprimer © au 
moyen des vecteurs sphériques : 
He Vire! —l\-"n 
TE ren 22 DTTQ, -n * 


X[VTET F9 (0) +VTYÉ (n)]. (144,6) 
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Substituant dans (144,4) on trouve le courant de transition El: 


Lu Violet 1-0! 
CET ENT AL D ' 


XV TETE R)+VT Yi (n)|, (144,7) 


; 4n | À Late 
Pri — i! vaur 2 (—1) ! 2 Le, GP (n) (144,8) 


(on distingue partout |k| et «w, ayant en vue les applications 
possibles aux photons réels aussi bien qu'aux photons virtuels, pour 
lesquels ces grandeurs ne coïncident pas). 

Dans (144,7) et (144,8) il est sous-entendu que le tenseur 
sphérique Q,, (désigné ici par Qin) est un vrai tenseur. Si c’est 
un pseudotenseur (désignons-le dans ce cas par Qin'), la formule 
(144,6) déterminera le pseudovecteur a. La substitution dans 
(144,5) donne alors le courant de transition M!: 


y Va AE nm) wylm) 
Ji Sn nn ÿ’ ane Si) Qi.-mVim (nr), (144,9) 


mn 


Pyi = 0. 


Les grandeurs Qf et Qi représentent les moments de transition 
multipolaires électriques et magnétiques d’hadrons. Leur rôle en 
électrodynamique des hadrons est tout à fait analogue au rôle 
des grandeurs correspondantes en électrodynamique des électrons. 
Pourtant, si pour les systèmes électroniques ces moments peuvent 
en principe être calculés d'après les fonctions d’ondes (comme éléments 
de matrice des opérateurs correspondants), en électrodynamique 
des hadrons ils interviennent comme grandeurs phénoménologiques 
dont les valeurs sont trouvées par l'expérience. 

La normalisation de ces grandeurs dans (144,7) à (144,9) est 
choisie de façon à correspondre à leur définition au $ 46. Il est 
facile de s’en convaincre en considérant les courants (144,7) à 
(144,9) comme les composantes de Fourier du courant de transition 
dans la représentation de coordonnées. Ainsi, développant le 
facteur e-'#" dans l’intégrale 


PR) = p(r)e-ttrdix (144,10) 


à l’aide de la formule (46,3), on obtient 


pri Re) = Anit À Vin (n) Ÿ 07:07) Vin (2) 8: (#10 dx. 
im 
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Laissant ici le terme de /{ le plus petit, pour lequel l’intégrale est 
différente de zéro, et remplaçant la fonction g,(|k]r) pour |k|r <1 
par le premier terme de son développement (46,5) on revient à 
la formule (144,9), où 


e 4; ; : 
Im = Va) rent vs (L) dx (144,11) 


conformément à la définition (46,7). 
Montrons également qu’étant appliquées à l'émission d’un photon 
réel les formules obtenues conduisent aux résultats déjà connus. 
L’amplitude de transition avec l’émission d’un photon d'impul- 
sion À = w#z et de polarisation e— (0, e): 


M};=—eV'4re"s,. (144,12) 


Si dans les états initial et final le noyau possède la projection 
déterminée du moment (M; et M,), il ne reste qu’un terme dans 
chaque somme sur m dans (144,7) à (144,9): m -M;—M,. Etant 
donné que d'après (16,23) les produits Yne%* ou Yin'et° 
(où À=+I1 est l’hélicité du photon, e%] #7) sont proportionnels 
à Din, on revient aux formules du $ 48. 

La probabilité différentielle d'émission ! 


. dk 

duw — 2n0 [u—(£;—E,)] Mes (144,13) 
(E;, E, étant les énergies initiale et finale du noyau). La proba- 
bilité totale s'obtient par la sommation sur les polarisations et 
l'intégration sur d‘k. Portant (144,7) ou (144,9) dans (144,12) et 
ensuite dans (144,13) et effectuant les opérations indiquées, on 
revient à la formule (46,9) [ou (47,2)]. 

Les formules (144,7) à (144,9) renferment tous les cas qui peu- 
vent avoir lieu pour l'émission d’un photon réel. Quant aux pho- 
tons virtuels, un autre cas peut se présenter pour eux que ces 
formules ne décrivent pas (R. H. Fowler, 1930). 

Si les spins et les parités des états initial et final du novau 
sont les mêmes, alors avec leurs amplitudes d'ondes on peut former 
le scalaire Q, et avec son aide le courant de transition 


Pr: Qk, J,= Quok. (144,14) 


* Le facteur 2xô dans cette formule au lieu de (2n)* 8" dans (65,11) est 
lié au fait que lorsqu'on neglige Ie recul du noyau, l'impulsion ne se conserve 
pas de sorte que seule l'énergie est conservée. 
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La grandeur Q, est appelée moment de transition monopolaire (E0). 
Pour l'émission d’un photon réel l'amplitude de transition corres- 
pondante s’annule (car e°k — 0). Cependant le courant monopolaire 
peut étre la source des transitions liées à l'émission d’un photon 
virtuel. De plus, il est l’unique source de ce genre pour s, --s, --0, 
quand tous les moments multipolaires sont nuls. 

D'après sa dépendance de w et de À le courant monopolaire 
(144,14) est analogue au courant électrique quadrupolaire. Par 
conséquent, le moment Q, lui aussi représente la grandeur du 
même ordre que le moment quadrupolaire. On arrive également 
à cette conclusion en interprétant (144,14) comme les composantes 
de Fourier du courant dans la représentation de coordonnées. 
Développant dans (144,10) 


: ] ; 
er —ikr (kr) + … 


et supposant que les intégrales de deux premiers termes s’annulent, 
on obtient 


Pate = — + | o7 tr) Er) dix 
ou, supposant la fonction n(r) à symétrie sphérique, 
0:(&) = — + k° Î On (0 rd'x. 
Comparant à (144,14), on trouve 
Q=—$ [op (n dx. (144,15) 


La ressemblance de cette grandeur avec le moment quadrupclaire 
est évidente. 


Problèmes 


1. Trouver la probabilité d’ionisation d’un atome de la couche X aux 
dépens de l'énergie d'excitation du noyau w (la conversion interne des rayons 
y) lors de la transition nucleaire MI en négligeant l'énergie de liaison de 
RE dans l’atome et l'influence du champ du noyau sur ses fonctions 
‘ondes !. 


1 Cette approximation exige que la charge du noyau soit petite ct les éner- 
gies d'excitation w suffisamment grandes (en même temps l/w est suppnsé grand 
devant les dimensions du noyau). En fait une telle approximation est peu 
satisfaisante, et le calcul plus précis exige qu'on tienne compte du champ 
coulombien du noyau. 
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Solution. Le processus est décrit par le diagramme 


VA 
19 (1) 


P, Ps 


où p, et p, se rapportent au noyau immobile dans des états différents, tandis 
que p—(m, 0) et p’=—(m+u, p') sont les 4-impulsions des électrons initial et 
final. À ce diagramme correspond l'amplitude 


HT —, ,, : 
MR ) J'yi u(p), 


J'y; étant le courant de transition du noyau. Sommant sur les polarisations fi- 
nales et prenant la moyenne sur les polarisations initiales de l’électron, on obtient 


I 167 * . 
D] >> Mile {ot (Ji) +4 (ip) (Jip)} 


polar 


(on a utilisé le fait que J,;9=0 et donc J,;p=4J},;p"). La probabilité de con- 
version se calcule comme suit 


diteonv = 2 | ti (0) | e+ _ } = 0’ 


où do est la section de diffusion représentée par le diagramme (1) avec p-=(e, p) 
et 17 la fonction d'onde de l’électron atomique (pour l’électron X on a | 1; (0) [° — 
= (Zam};n). Par le facteur 2 on tient compte de deux électrons dans ja couche 
K de l'atome. La section do se calcule comme suit 


| dp” 
= st 2 
do = 2nô(e+w—e")| M},;| pl Cr 
(cf. la note à la page 232). 

Pour les transitions M{ le courant J'yi doit être tiré de (144,9). L'intégration 
de dw.onv par rapport à de” élimine la fonction ô, et l'intégration par rapport 


à do” réduit | ri” fe à 1. Finalement, la probabilité de conversion sera expri- 
mée au moyen du carré [Qi F. Mais d'après (46,9) la probabilité x, d'é- 
mission spontanée d’un photon lors de la mème transition nucléaire s'exprime 
au moyen de cette même grandeur. On obtient en définitive: 


141 
Wconv _9,, (Za) ile (i +7) Tes 
y [Q) (0) 
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(ce rapport est appelé coefficient de conversion). 
2. Mème problème pour la transition nucléaire El. 


Solution. Par la même méthode avec le courant de transition de (144,7), 
(144,8), on obtient 


uw [= rs 
Penn 2e (Zap (+) (+2) 
&, ( Te € 


3. Même problème pour la transition nucléaire monopolaire. 
Solution. Avec le courant de transition de (144,14) on obtient 


: ; 2m \°/: à 
Geonv = 160% (Za mo? (142) | Q 


Etant donné que l'émission monopolaire d’un photon est impossible, on ne 
peut en éliminer | Q, |*. 


$ 145. Propriétés isotopiques des facteurs de forme 
électromagnétiques des hadrons 


L'opérateur de sommet électromagnétique T(q) (4-vecteur), 
introduit au $ 140, agit sur les fonctions des 4-impulsions et des 
variables de spin. Si l’on prend en considération les propriétés 
isotopiques des particules, l'opérateur de sommet agira également 
sur leurs variables d’isospin. Alors deux extrémités d’hadrons du 
diagramme à trois extrémités (140,2) ne correspondent plus néces- 
sairement à une seule et même particule: ce sont deux éléments 
quelconques d’un isomultiplet qui peuvent intervenir dans ce cas. 
Le rôle de l'opérateur de sommet, sans changement du type 
d’hadron, sera joué par l'élément de matrice<h| T|\h> diagonal 
par rapport aux variables d’isospin (ici A désigne le type 
d’hadron). 

L'interaction électromagnétique affecte l’invariance isotopique 
propre aux interactions fortes, ce qui signifie que l’opérateur de 
sommet électromagnétique F n’est pas un isoscalaire. On peut 
arriver à l'établissement de ses propriétés isotopiques d’une façon 
suivante. 

Pour g—=0 l'élément de matrice <h|F(g)|h> se réduit, comme 
on l’a vu au $ 140, à la charge électrique Z de l'hadron. Mais 
Z==Y/2+T., c'est-a-dire qu'elle est composée d’un isoscalaire et de 
la valeur propre de la troisième composante d’un isovecteur. Il est 
naturel de supposer que le caractère isotensoriel de l'opérateur F 
ne dépend pas de g. Alors 


F(g)=T, (9) + Fa (g), (145,1) 


où l, est un opérateur isoscalaire et PF, la troisième composante 
d'un opérateur isovecteur. 
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De (145,1) il s'ensuit que pour tout g 
Ch|lT(g)|h>=c(g)+c(9)Ts, (145,2) 


où c,(g) et c.(g) sont les mêmes fonctions (4-vecteurs) pour tous 
les constituants d’un isomultiplet. La même structure est propre 
également aux facteurs de forme électromagnétiques au moyen 
desquels (d’après $ 140) s'exprime l'opérateur de sommet sans 
changement du type d'hadron. La formule (145,2) donne les 
relations réelles (c’est-à-dire qu'elle permet d'éliminer c, et c.) si 
l’isomultiplet contient plus de deux constituants, c’est-à-direT > 17. 
Par exemple, pour le triplet des hypérons Z on obtient 


<E+ITIZ+>+<2" [TE >=2<2r|2). 


En particulier, telle doit être la relation entre les moments magné- 
tiques de ces particules : 


u (2*)+ u (27) =2u (27 (145,3) 


(R. E. Marshak, S. Okubo, E. Sudarshan, 1958). 

Admettant pour les interactions fortes la symétrie unitaire 
SU(3) plus large on doit également attribuer à l’opérateur F un 
caractère superspinoriel déterminé. 

A cette fin remarquons que la matrice diagonale M est un 
opérateur de charge du quark [comp. (137,14) et la définition (139,5)]. 
Quant à la matrice —À! agissant sur l'indice inférieur, elle est 
l'opérateur de charge de l’antiquark. C’est pourquoi l'opérateur de 
charge dans tout supermultiplet est Z=A!— A! [A est défini dans 
(139,4)]. D'une façon analogue à ce qu'on a fait lors de la déduc- 
tion de (145,1), il est naturel de supposer que dans le cas général 
g0 la structure superspinorielle de l’opérateur l sera 


D =c,A! +c.A! (145,4) 
(N. Cabibbo, R. Gatto, S. Coleman, S. L. Gleshow, 1961). 


Problème 
Trouvez les relations entre les moments magnétiques des constituants d’un 
superoctcet baryonique. 
Solution. La forme générale de l’élément de matrice <h]T | h> et donc 
du moment magnétique pu (h): 
p (h)= cé (Aie +cepe (A1)8NS 
fcomp. (139,6)]. Calculant cette grandeur pour les constituants différents de 
l'octet baryonique, on obtient [outre l'égalité (145,3) qui résulte déjà de l’inva- 
riancc isotopique] les relations suivantes : 
pu (n)=p (E9)= 2p (A)=—2n (E°), 
h(p)}=n(£t), p(Z-)=u(ET). 


CHAPITRE XVI 
INTERACTION FAIBLE 


$S 146. Interaction faible des leptons 


Un groupe particulier de particules qui ne sont pas susceptibles 
d'interactions fortes est formé par Îles leptons'. En font partie élec- 
trons e”, muons 7, deux types de neutrinos (dits électronique v, 


et muonique v,) et leurs antiparticules e*, p+ v,, v,. Tous les lep- 
tons possédent le spin :/,. Rappelons (cf. $ 30) que le neutrino 
diffère de l’antineutrino par le signe de l'hélicite: on appelle 
neutrino une particule d’hélicité À — —!/, et l’antineutrino celle de 
À — + oc 
La masse du muon 
m, = 105,66 MeV. 


Les muons sont des particules instables. Ils se désintègrent con- 
formément à 


He LV HV, ptet HN, (146,1) 


avec la durée de vie 2,20-107*s. 

Les leptons ne sont susceptibles que d’interactions faibles (outre 
celles électromagnétiques), et deux lois de conservation spécifiques 
sont observées. Pour que les données existantes soient conformes à 
ces lois, on attribue aux leptons les valeurs déterminées des nom- 
bres leptoniques, électronique (L,) et muonique (L,): 


eve ve HT Vut 
L=11—-1—1, Lei 1-11 (146,2) 


Les lois de conservation de ces nombres signifient, en d’autres 
termes, que dans les réactions sont conservées séparément les sommes 


Ne- + Ni Ner—N: et Ni-+ Ni Nu —N 5 
N étant le nombre des particules correspondantes. 


1 Du mot grec leplos qui signifie «mince», «léger ». 
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En même temps les interactions faibles violent certaines lois de 
conservation observées dans les interactions électromagnetiques et 
fortes : la parité spatiale et celle de charge ne sont pas conser- 
vées!. Dans les réactions avec la participation des hadrons Île spin 
isotopique et la hypercharge ne se conservent pas non plus. 

La théorie physique cohérente des interactions faibles n'existe 

pas actuellement. On ne sait même pas si l’on peut formuler une 
telle théorie séparément de la théorie des interactions fortes. Quant 
à la théorie actuelle, elle ne porte au fond qu’un caractère phéno- 
ménologique. Elle est basée sur l’utilisation de différentes consi- 
dérations de symétrie et d’invariance relativiste, aussi bien que 
sur certaines hypothèses particulières. Si vraisemblables qu’elles 
uissent paraître, ces hypothèses ne constituent pas un système 
ogiquement cohérent, et leur validité ne peut se baser que sur les 
résultats de la vérification expérimentale qui est pour le moment 
insuffisante sous beaucoup d’aspects. 

Considérons tout d’abord les «réactions faibles» (réactions dues 
aux interactions faibles) auxquelles ne participent que des leptons. 
L'exemple le plus important de telles réactions est fourni par la 
désintégration du muon (146,1). 

La forme la plus générale de l’amplitude de ce processus, établie 
uniquement par les exigences d’invariance relativiste : 


4 
My= Z falus (146,3) 


où f, sont les amplitudes invariantes (fonctions des 4-impulsions 
des particules, cf. $ 71), et /, des combinaisons «quadrilinéaires » 
invariantes, formées par des amplitudes d'ondes de quatre particu- 
les participant à la réaction. Le nombre de termes dans cette somme, 
c’est-à-dire le nombre d’amplitudes invariantes indépendantes, est 
égal à quatre; cela découle du calcul du nombre de jeux possibles 
de valeurs des hélicités des particules (compte tenu du fait que les 
hélicités des neutrinos sont des grandeurs données). 

Soulignons qu’en parlant de l’invariance des termes de la somme 
(146,3) on a en vue l’invariance uniquement par rapport aux trans- 
formations de Lorentz et non pas par rapport à l’inversion de l’espace. 
En ce même sens on parle ci-dessous des 4-vecteurs. La question 
sur le comportement par rapport à l'inversion perd ici le sens, 
étant donné qu'en changeant le signe de l’hélicité, l’inversion 
transformerait le neutrino en une particule inexistante dans la 
nature. 


L L'idée sur la non-conservation possible de la parité spatiale dans les 
interactions faibles a été exprimée pour la première fois par T. D. Lee et 
C. N. Yang (1956). 
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Pour être plus concret, parjons de la désintégration de nu” 
Rappelons que lors de la construction de l’amplitude de la réaction 
une antiparticule dans l'état final (de 4-impulsion p) fait figure 
d'une particule dans l’état initial (de 4-impulsion —p). 

Dans la représentation spinorielle les amplitudes d'ondes des 


particules : 
u, = ds , U,= d ;. = n,/ (146,4) 


(PS 


£ et n étant respectivement les spineurs non ponctués et ponctués. 
Avec les composantes u,, et us, on peut former quatre grandeurs 


bilinéaires : 
EL 
OMMEES. NES À 


vus 

(r, s— 1, 2), équivalentes aux composantes du 4-vecteur (cf. $ 18, 
rappelons que n* est un spineur non ponctué). Avec les compo- 
santes 4, et u; on peut d’une façon analogue former deux 4-vecteurs : 


pen) = pi) ; 
n,; n.: L EE = Eure 
A l'aide de ces grandeurs on construit deux invariants: 


I, _ EDEN 1, _ Le", D çters | 
rs s 


Pour construire encore deux invariants il faut faire appel, outre 
les amplitudes d'ondes (146,4), à d'autres quantités, à une 
quelconque des 4-impulsions caractéristiques de cette réaction. 

Afin d'interpréter les données expérimentales existantes sur la 
désintégration du muon, il suffit de supposer que des quatre 
amplitudes invariantes dans (146,3) une seule soit en fait différente 
de zéro, à savoir celle correspondant à l’invariant /, qui ne con- 
tient que les mêmes composantes (n) des fonctions d’ondes des 
particules interagissantes. Sous forme symétrique, indépendante du 
choix de la représentation des fonctions d’ondes, cet invariant 
s'écrit comme suit! 


k; DE _ (u,O,u,) (u OU), 


O%= (1 + %) = (1 — pv (l —v)% (Liv). (146,5) 


! Dans ce chapitre nous allons désigner les indices tensoriels quadridimen- 
sionnels par les premières lettres de l’alphabet grec &, B, ..., afin d'éviter la 
confusion avec les indices u, v, que nous allons utiliser pour désigner les par- 
ticules. 
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Les facteurs (1 + y*) dans les matrices O* éliminent dans les pro- 
duits (uOu) les composantes & des bispineurs (cf. $ 30). Désignant 


l'amplitude invariante correspondante par —G/V 2, écrivons l’am- 
plitude de la réaction de désintégration du muon comme 


G 


M}; TT (u,O,u.) (u, Ofux,) (146,6) 
ou sous une forme équivalente 
M,;= S (a,0,us,) (uv Ou) (146,7) 


(cf. problème 2, $ 28). 

La grandeur G pourrait être une certaine fonction (invariante) 
des 4-impulsions des particules. Mais les données expérimentales 
existantes sur la désintégration du muon permettent de négliger 
cette dépendance possible et de considérer G comme constante de 
l'interaction faible. 

Le fait que G est constante permet de représenter l’amplitude 
(146,7) comme élément de la matrice S, calculée en première ap- 
proximation par rapport à l'hamiltonien 


_ 4 | CFO.) (he, 04.) dx, (146,8) 


qui peut être considéré comme une partie de l'hamiltonien de 
l'interaction responsable de ce processus. Celte partie doit figurer 
dans l’hamiltonien total avec l’expression hermitienne conju- 
guée. Pour la conjugaison hermitienne 


(h.0"p.)* = (p.O"p.), 07 = v'O7+y°. (146,9) 
Remarquant que y°*= y’ et y7*--y°y", on trouve O7 = Or. 
Donc, l'expression hermitienne conjuguée de (146,8) a la forme 


G° AE b 07 3 
— 7 | (.0,.) CF, 0" ) dix. (146,10) 


Si l'opérateur (146,8) est responsable de la désintégration de un”, 
alors l'opérateur (146,10) l'est de la désintégration de p+. 

Sans que le caractère général soit limité, la constante G peut 
être considérée réelle. En effet, l'opérateur de tout champ complexe 
n'est défini qu’à un facteur de phase arbitraire près [comp. (12, 10)]. 
C'est pourquoi par une transformation appropriée d’un des opéra- 
teurs 1 on peut éliminer de G n'importe quel facteur de phase. 

Le pas suivant naturel dans la voie de la généralisation consiste 
en la postulation de la forme suivante de l’hamiltonien de l’interac- 
tion faible des leptons : 


H,=— ji L.)d5x, (146,11) 


Cf. 
ÆR Le 
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où le 4-vecteur j.,, opérateur courant faible, est défini conformément à! 
je = PO", + Op. 
É = dv.0". + L'IAU 7e 
L'opérateur j, diminue la charge électrique d’un système de 1 
(création de e” ou de u” ou annihilation de e* ou de u*) et 
l'opérateur jf augmente la charge de 1; donc, le produit ji j, 
laisse la charge inchangée. Le procédé de construction des 
opérateurs (146,12) tient compte, bien entendu, également de 
la conservation des deux nombres leptoniques. Outre les termes 
(146,8), (146,10), dans l'expression (146,11) apparaissent également 
les termes conduisant aux nouveaux processus, diffusion élastique 
des neutrinos par des électrons. 

Notons la symétrie du courant (146,12) par rapport aux paires 
des particules ev, et pv. Ceci nine que la différence de pro- 
priétés des processus faibles avec participation d'un électron ou 
d'un muon ne peut être liée qu'au fait que leurs masses sont dif- 
férentes. Rappelons que la même situation a lieu également pour 
les interactions électromagnétiques d’un électron et d’un muon. 

La dimension de la densité de courant (en unités ordinaires) : 
[ji-=cem”*. C'est pourquoi la dimension de la constante de l'inter- 
action [G]—erg-cm*. En unités relativistes cela signifie que G 
a la dimension de l'inverse du carre de la masse. Sa valeur numé- 
rique en ces unités : 


(146,12) 


G—=1,0-10-°m;?, (146,13) 
m, étant la masse du nucléon. En unités ordinaires : 
G=1,0-107: . = 1,43-10"#erg-cm*. (146,14) 
mpC 


Le nombre sans dimensions 10-* caractérise le degré de petitesse 
de l'interaction. 

La propriété caractéristique de l'hamiltonien (146,11) (liée à 
la supposition que G soit constante) est qu'il est «local»: 
les quatre opérateurs # sont pris pour les mêmes valeurs des 4-co- 
ordonnées x. On peut dire que toutes les particules naissent ou s'annihi- 
lent en un même point. En d’autres termes, la supposition faite ci-des- 
sus signifie que le «rayon d'action» des forces faibles est supposé nul. 

Il faut souligner que le sens de l'introduction de l'hamiltonien 
(146,11) ne sort pas du cadre du procédé de construction des 


1 La description de l'interaction faible sous forme du produit de deux 
courants bilinéaires par rapport aux opérateurs 4 a été proposée pour la pre- 
mière fois par E. Fermi en 1934 dans sa théorie de la désintégration f. Une 
variante de la théorie basée sur le courant de la us (145,12) a été proposée 


LrAUAS Gell-Mann cet R. Feynman (1958) et par R. E. Marshak et E. Sudarshan 
(1958). 
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amplitudes des réactions en première approximation de la théorie 
des perturbations qu’il exprime. L'application de cet opérateur 
aux approximations plus élevées conduirait à l’apparition des diver- 
gences qu'il serait impossible d'éliminer. En ce sens (146,11) n’est 
qu’un hamiltonien phénoménologique, efficace. 

A la non-conservation de la parité dans les interactions faibles 
correspond la non-invariance de l’hamiltonien (146,11) par rapport 
à l'inversion de l'espace. On a déjà mentionné cette non-invariance 
plus haut en construisant l'amplitude de la réaction. Elle est 
évidente également de l'écriture des courants à l’aide des matrices O" : 


l'expression de la forme #,y’(1+7Y')1#, représente la somme de 
deux 4-vecteurs, l’un d'eux étant un vrai 4-vecteur (V) et l’autre 
un pseudovecteur (A), donc ils se transforment de façons différentes 
lors de l’inversion!. 

L'hamiltonien (146,11) n'est pas invariant non plus par rapport 
à la conjugaison de charge. Pourtant, il est invariant par rapport 
à l'application simultanée des deux transformations (inversion 
combinée). Rappelons qu’en vertu de la CPT-invariance universelle 
la CP-inversion est équivalente à l’inversion du temps. 

Les règles de transformation des 4-vecteurs opératoriels 


Va pvp A7 Dev v 
pour la conjugaison de charge et pour l'inversion ont éte établies 


au $ 28. Combinant (28,4) avec (28,7) on trouve que l'opérateur 
CP transforme ces 4-vecteurs de la mème façon: 


CP: (Vo, Vos) — (— Via Via); (Ab À 66) — (— Aa Aa). 
Pour l'opérateur courant cela signifie la substitution 
CP: (jé re) —(— je, je). (146,15) 
Le produit des courants j£j.-— j.,ji == jé), (la permutation de jet de j; 
est liée au nombre pair de transpositions des opérateurs # diffé- 
rents et donc n'’exige pas le changement de signe). 


Ainsi, l'interaction faible décrite par l’hamiltonien (146,11) 
conserve la parité combinée. 


1 Pour cette raison les interactions des courants (146,12) sont souvent 
appelées interactions (V — À). 

* Le principe de conservation de la parité CP a été introduit par L. Landau 
(1957) afin de esauver» la symétrie de l'espace par rapport à un plan après 
la découverte de la non-conservation de la parité. La validité universelle de ce 
principe (c'est-à-dire la symétrie totale de la nature par rapport à l'inversion avec 
le remplacement simultané des particules par les antiparticules) transférerait 
l'asymétrie de l'espace aux particules. La non-invariance par rapport à C ou P 
pris séparément n'affecterait pas la symétrie de l’espace dans le même sens que 
celle-ci n'est pas violée par l'existence des molécules stéréo-isomeres. Pourtant, 
on connaît également les processus de l'interaction faible dans lesquels la parité 
combinée n'est pas conservée ($ 155). 
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$ 147. Désintégration du muon 


D’après (65,11) la probabilité différentielle de désintégration en 
trois particules à l'unité de temps (dans le référentiel de repos 
du muon ) s'exprime au moyen de l'amplitude | M,;f° par la formule 


| M ji F  d'p, dk, dk, 
2m, (2) 2, (2x) du, (21)20, ‘ 
(147,1) 
Ici p,-=(m,, 0) et p.=(e., p.) sont les 4-impulsions du muon 
et de l'électron, et k,- (w,, k,) et k.—(a., k,) les 4-impulsions 
de deux neutrinos (ou antineutrinos). 


Le carré | M,;[° se calcule d’après les règles exposées au $ 66. 
On a 


do = (2 )* 8 (p,+ke-+k,—p,) 


._G- _ _ _ 
IM,; F = 5 (u,O,u,,) (u, Ou) (1 Ou.) (u,OPus ) 


[on a pris M,; sous la forme (146,7)]. Introduisant les matrices 
densité polarisatoires de toutes les particules, récrivons cette ex- 
pression sous la forme 


[My D Tr (p,Oups,0:) Tr (p,Ofp, 0 =% AËBAU BE. (147,2) 
D'après (29,13) et (29,16) les matrices densité de l’électron 
et du muon 
] m 
p=-s(p+m)(l—7a), ap=0 
(avec les indices e ou pu): ici et plus bas les signes supérieurs et 
inférieurs correspondent à la désintégration de 7 ou de u* res- 
pectivement. Pour les matrices op, il faut poser 
p,=kR, 


ce qui correspond à la matrice densité d'une particule de masse 
nulle «à quatre composantes» sommée sur les polarisations (on a 
déjà tenu compte de ce que le neutrino est «à deux composantes» 
par l'introduction dans les matrices O* du facteur 1 + y). 

Mettant côte à côte les facteurs 1 + y° et y’ et reietant tous les 
termes qui s’annulent identiquement (suivant le nombre de matri- 
ces y qui en font partie), on obtient 


A%= Tr Pykyi (1+y), P=p—ma, 
après quoi le calcul à l’aide de (22,13) et de (22,20) donne 
A% = 4 [P°ké + Péks— (PR) g%—ie“rèP. k,]. (147,3) 
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Substituant dans (147,2) et effectuant les multiplications, on trouve! 
| M}; F — 32G° [(P.R,) — me (a.k,)] [(P,R)—m, (a,k.)] : (147,4) 


L'intégration de la probabilité (147,1) par rapport aux impul- 
sions du neutrino se réduit au calcul de l'intégrale 


kœ kË 
[3 — (EE O4 (k,+k,—q)d'k dk, (147,5) 


Q = Pa —Pe = (0, Q). 
Il est évident que cette intégrale doit avoir la forme 
1% -= Ag°g* +- Bk'kÿ. 
Pour déterminer À et B on écrit: 
l4=(4A+B)g = + 1q, 


L'ékk,= (A + B)(GY = +1 (q*Y, 


où on a utilisé les égalités g=8k,+k,, #?—kï —0 et désigné par 
1 l'intégrale scalaire 


Pa dSk,dik 


1 = = ER +R, — 9). 


L'intégration sur dk, est FR par le facteur Ô(k, +k,— 4), 
alors 


__( dk, 
1 = En ô(@, +w,—o). 


Calculant ce scalaire dans le référentiel du centre d'inertie de deux 
neutrinos (k.+k,—0, w,—,), on obtient 


2 
1 — LE Ô(2w,— w) = 2x. 
We 
En définitive, on a pour /*: 
IF — (g°g% + 2q°a;). (147,6) 
Rassemblant les expressions obtenues, on trouve pour la probabilité 
différentielle (par rapport à l'impulsion de l’électron) de désinté- 


gration à l'unité de temps 


do = se Pe ma), (D, ma), (ag + 29°9f) TE. (147,7) 


1 Rappelons que eus,.£1%9 = —2 ( 6} 5 — 60, 6}) ; 
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L'énergie dégagée au cours de la désintégration du muon est grande 
par rapport à la masse de l’électron. C'est pourquoi sur presque 
toute l'étendue de leur spectre, on peut considérer les électrons 
de désintégration comme ultrarelativistes, et en développant les 
expressions à quatre dimensions dans (147,7) on peut négliger les 
quantités — m,/e, (de même que celles — m,/m,). Dans le réfé- 
rentiel de repos du muon on aura 


g=mi—2me,, (p.q)=(p.p,)=Eeem, (gp,)=mi—e,m, 


(les termes omis ici sont ceux en En Dans le même référentiel 
les 4-vecteurs a, et a, ont les composantes 


e, 
a, Fi (0, 6), a, _ (I Ù n.) m, nc, 


où #,—=p,./e. est la direction de l'électron, &f” et &, les vecteurs 
polarisation de l’électron et du muon (l'indice (d) affectant &. rap- 
pelle que c'est une polarisation donnée de la particule finale, dé- 
celée par le détecteur). Après des transformations simples on obtient 
en définitive l’expression suivante pour la distribution des électrons 
suivant les énergies et les directions lors de la désintégration du 
muon polarise : 


Ni | 
- 


. ni + ton.) (3-22) + 


Emax 


tn, (1-2 É)) en. (147,8) 


K | 
© 
max max 


Ici e,,, © M,/2 est la valeur maximale que peut prendre l'énergie 
de l'électron (elle est atteinte quand les deux neutrinos se 
meuvent dans le même sens et l’électron dans l’autre). Notons que 
les termes dans (147,8) qui sont proportionnels à &.,#, ou à &,n, 
résultent de la non-conservation de la parité d'espace ; ces termes 
changent de signe lors de l'inversion de l’espace et par suite seraient 
interdits par la condition d'invariance par rapport à cette trans- 
formation. 

Après la sommation de (147,8) sur les polarisations de l’électron 
et l'intégration par rapport à ses directions on obtient! 


du, —w2(3—2 2) te, (147,9) 
max max 


1 Cette distribution n'est pas valable pour e, — m,. Pourtant, le fait de 
tenir compte des termes d'ordre plus élevée en me les dans les calculs exposés 
n'a pas de sens, car dans la région initiale du spectre des électrons deviennent 
essentielles les corrections radiatives ($ 148). 
Notons que pour e.ÿm, l'erreur sur la distribution (147,9) dont on 


prend la moyenne sur es polarisations est = mË/ eë. 
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où w est la probabilité totale de désintégration: 


= (147,10) 


Le fait que la dépendance entre la probabilité de désintégration 
et El est exprimée par le facteur (1 F &{"#,) signifie que le vecteur 
polarisation de la particule en tant que telle (indépendamment du 
détecteur) est égal à = n,, c'est-à-dire que l’électron (ou le 
positron) est entièrement polarisé dans le sens opposé (ou dans le 
sens direct) à son mouvement. On pouvait prévoir ce résultat a priori : 
dans l'élément de matrice (146,8) ne figurent que les composantes 1 
de l’amplitude w, (dans sa représentation spinorielle). Pour l’électron 
ultrarelativiste ces composantes correspondent à l’hélicité À — —1}, 
(et pour le positron à l’hélicité À = + !/,). 

La correspondance univoque des composantes spinorielles de la 
fonction d'onde de l’électron aux valeurs déterminées de À n’a 
pourtant lieu qu’à la limite lorsque l’on néglige complètement sa 
masse (quand les équations pour les spineurs n et & se séparent). 
Aux approximations suivantes, quand on tient compte de la finitude 
de la masse de l’électron, à côté du changement du degré de sa 
polarisation longitudinale (suivant #,), il apparaît également la 
composante transversale du vecteur &,.. Cette composante n'existe, 
bien sûr, que pour la désintégration du muon polarisé et se trouve 
dans le plan formé par les vecteurs #, et &,. La polarisation de 
l'électron dans la direction perpendiculaire à ce plan est interdite 
par la condition de T-invariance. En effet, il lui correspondrait le 
terme de la forme &* (7, x &,) dans l'expression pour la probabilité 
de désintégration. Mais un tel terme est non invariant (change de 
signe) pour la transformation 


n,——n, G9—— 09, LL ——%,, (147,11) 
qui exprime l’inversion du temps simultanément avec l'exigence 


d'hermiticité de la matrice S en première approximation de la 
théorie des perturbations [comp. (88,26)]. 


Problèmes 


1. Calculer la section de diffusion clzstique d'un neutrino par un électron. 
Solution. L’amplitude de diffusion : 
G ss , FA , 
M ji = V= [u (p°) Ou (p)] [u (4°) Ouu (k)], 
où p—t(e, p), k=(w, À) et p’, k’ sont les 4-impulsions initiales et finales de 
l'électron et du neutrino. Le carré |[M};]' sommé sur les polarisations de l'électron 
final et médié sur les polarisations de l'électron initial : 


1 Bb} °» ‘LL? LL 
+ D IMyl=2-32G? (p#) (p'k') = 646: (pk)? 


polar 
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{comp. (147,4)]. Conformément à (65,19) on trouve la section totale 
G (pk) 
= — ———, 4n. 
me (HAE 
Dans le référentiel du centre d'inertie 
pk=ew+uw*, (p-+k)} =(e+w), e=V nm tu, 
de sorte que ! 


O = — 2. 
TI 


Exprimant © en fonction de l'énergie Q du neutrino dans le référentiel du la- 
boratoire [kp= m.Q, (k+ p}° = mË + 2m,Q] on obtient 
y — 40ème (Gym) 
n 1+2Q/m, 
2. Mème problème pour la diffusion d'un antineutrino par un électron. 
Solution. L’amplitude de diffusion : 


Mi= 73 [u (p°) O® u (p}} [a (—4) O4 u (—k'), 


et ensuite 
Ù + NU ’ ’ N Qi] (2 
7 D IMxle= 646? (pK') (p'#) = 640? (pk'P. 
polar 
La section dans lc référentiel du centre d'inertie : 
_G*o(e+wcos0),, 
do — pr — EF — do 


(6 étant l'angle de diffusion). La section totale 
g = 1% (8e + w°) 


St (t+w) 
Dans le référentiel du laboratoire : 


2G°m,Q D \-5 
ce [1- (112%) | 


3. Même problème pour la réaction v, +e- —v,+p-. 

Solution. À la différence du problème 1, les 4-impulsions p et p’ se 
rapportent maintenant aux particules de masses différentes (e et u). Par consé- 
quent, dans Ile référentiel du centre d'inertie les valeurs des impulsions 
[p1=1kI=w et |p’|=1R8"1=uw" sont différentes. A l'aide de (65,19) on obtient 
pour la section totale 

4G° 


der 


où w’ est l'énergie du neutrino final. 


! En vertu du caractère local de l'interaction faible, ce n’est que l'onde s 
qui prend part à la diffusion. Conformément à la condition d'unitarité sa section 
ne peut pas être supérieure à —w—* [comp. 111 (122,12)J. Or, l'expression 
obtenue s'accroît indéfiniment avec w ct atteint la limite supérieure indiquée 
dès que w — G7‘/1. On peut en conclure que la théorie exposée devient en 
tout cas inapplicable à de telles énergies. 
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$ 148. Corrections radiatives à la désintégration 
du muon 


On a déjà mentionné que l’hamiltonien de l'interaction faible 
(146,11) n’est doué de sens qu’en première approximation de la 
théorie des perturbations; la considération des corrections d'ordres 
plus élevés en G n’a pas de sens dans la théorie actuelle. Toute- 
fois, les leptons chargés (électrons et muons) sont susceptibles, 
outre l'interaction faible, d'interaction électromagnétique qu'on 
peut considérer simultanément avec l'interaction faible. Si l'on 
tient compte de cette interaction, cela amène, premiérement, aux 
processus réels : émission de photons et création de paires électron- 
positron lors de la désintégration du muon. Deuxièmement, il 
apparaît les corrections radiatives à la probabilité de désintégra- 
tion dues à l'émission et l’absorption par le muon et l’électron de 
photons virtuels. 

Au cas où on tient compte simultanément des deux interac- 
tions correspond l’hamiltonien 


He = Hi EN. (148,1) 


où H,, est donné par l'expression (146,11) et V est l'opérateur de 
l'interaction électromagnétique d’un muon avec un électron : 


Ve (h. À +, À b) dix: (148,2) 


ceci étant, on ne peut considérer que les termes du premier ordre 
en H,, mais, d'une façon générale, les termes de n'importe quel 
ordre en V. Conformément à cela, l'opérateur de diffusion S a la 
forme [comp. (73,9)] : 


S=Texp | —; \ [H,, (4) + V (6)] dt } 7 


& Su—iT { H, bate”'J A . (148,3) 


où S,, se rapporte aux transitions purement électromagnétiques. 
En manipulant cette expression de la façon décrite au $ 78, il est 
aisé de construire les diagrammes pour le calcul de l’amplitude 
du processus en n’importe quelle approximation par rapport à 
l'interaction électromagnétique. 

A l’approximation d’ordrezéro en V on obtient, comme il fallait 
s’y attendre, le résultat (146,6) pour l'amplitude de désintégration du 
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muon, représentée graphiquement, par le sommet à quatre fermions : 


ù IG ,— A 
Pe le 


(la ligne du muon est double à la différence de la ligne électro- 
nique, les lignes ondulées correspondent au neutrino)!. 

Les diagrammes plus complexes des approximations suivantes 
par rapport à l'interaction électromagnétique peuvent être obtenus 
de (148,4) en y ajoutant, d’après les règles générales, les lignes de 
photons réels et virtuels et les boucles électroniques et muoni- 
ques fermées. Certes les lignes photoniques ne peuvent partir 
que des lignes de particules chargées: électrons ou muons. Les 
lignes de neutrinos restent toujours une paire d’extrémités externes 
auxquelles correspond dans l'amplitude du processus le facteur 


. 75 (u,,O'u,.). Le rôle de l'opérateur de sommet pour les lignes 


muonique et électronique est joué au sommet à quatre fermions 
par la matrice O7 (avec le même indice quadrivectoriel @). 

À l’approximation du premier ordre par rapport à l'interaction 
électromagnétique il y a deux diagrammes: 


. “ke ke 
\ 
\ 
(148,5) 
Pe PR Pe Py 


décrivant le processus d'émission du photon À lors de la désinté- 
gration du muon (rayonnement de freinage interne). Ecrivons, à titre 


1 Pour fixer les idées, on considère ici les processus avec la désintégration du 
muon qui sont décrits par le terme de la forme (146,8) dans l'hamiltonien H... 
Les diagrammes tout à fait analogues s'obtiennent pour les processus de diffu- 
sion d’un neutrino par un électron et ainsi de suite. 
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d'exemple de l'utilisation des diagrammes, l’amplitude de ce pro- 
cessus : 


My= —Vne  (u,,Ou) (6.Qu,)es, 


V 2 
Q = O: (Py, — k-— mu) ie v (p ni Re —R, -L-m,) O7 
Cp, — kÿ—m, (P,—ke—k, Pi — mé 


Quant à la probabilité du processus, elle s'exprime au moyen 
de l'amplitude conformément à (65,11). Citons à titre de référence 
la formule définitive pour la probabilité de désintégration du 
muon (u* ou 7), avec l'émission simultanée du photon *=(w, k), 
sommée sur les polarisations de toutes les particules et intégrée 
sur les impulsions des deux neutrinos : 


d aG? dip, d'k ie ( ; me) | ( Py Pe À 
PAT En rm, ra AC ir: (+) (ek)/ 


2 (kg) ° 2 \ 
—4q — 5 mew (24 +mi)r, (148,6) 


où qg—p,—p,—hk (A. Lenard, 1953). Cette formule est écrite pour 
le référentiel de repos du muon, et on y a négligé m? devant m:. 

Dans le cas limite des énergies suffisamment petites du photon 
on peut omettre dans (148,6) deux derniers termes et poser dans 
le premier g—p,—p.. Conformément aux résultats du $ 96 l’expres- 
sion (148,6) se présente alors sous forme du produit dw, x» — 
— dw, dw; de la probabilité de processus «élastique» (probabilité 
désintégration du muon sans émission du photon) par le fac- 
eur 


. Pe Pa |* d°'k 
dos = — 55) ro * (148,7) 


Ce dernier coïncide avec l'intensité du rayonnement classique, lors 
de la création d'une particule chargée (cf. II, problème du $ 69), 
divisée par w. Empruntant de là aussi le résultat de l'intégration sur 
les angles d'émission du photon, on obtient (pour &, ©>m,) 


de, = Æ(nee—1)S. (148,8) 


A l’approximation du second ordre par rapport à l’interaction 
électromagnétique au processus réel correspondent les diagrammes 
décrivant l'émission simultanée de deux photons lors de la désinté- 
gration du muon. Les autres diagrammes de cet ordre donnent les 
corrections radiatives à la probabilité de désintégration. Ce sont 
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les diagrammes : 


“ke Ka 
: (148,9) 
4 
p 
Pe ; 72 


Le premier d’entre eux (correction au sommet à quatre fermions) 
donne à l’amplitude du processus la contribution égale à 
P P 8 
e-G =S — 
MP — _— (u,, Ou, ) (u, Qu), 


V2 


Q= | v(p+ftm,)O(p,+f+m)vs dy, 
A [Coe+ mé] [o, + — ml UE) 4” 


la «masse du photon» À est introduite afin d'éliminer la divergence 
infrarouge. L'intégrale (148,10) diverge logarithmiquement pour les 
grandes valeurs de f. C’est pourquoi en la calculant directement 
d'après les règles du $ 128, il faut introduire sous la forme expli- 
cite la coupure aux grandes impulsions du photon virtuel, c’est-à- 
dire limiter le domaine d'intégration sur d'#f par la condition! 


[FIS< AË, A5 mi. 


Après cela M2 va dépendre de In A. Cette dépendance s'élimine 


par la renormalisation des extrémités externes du diagramme, c'est- 
à-dire tenant compte des diagrammes (148,9,b-c). Conformément au 
$ 108 [cf. (108,15)] cette renormalisation se réduit au remplacement 
de l’amplitude à l’approximation d'ordre zéro M par 


RER | | 
MP V Ze Ze Mi (14420 +720), 


où Z,=1+20, Z,,=1+429) sont les constantes de renormalisa- 
tion (résidus aux pôles des propagateurs électronique et muonique). 
En d'autres termes, la contribution des diagrammes (148,9,b) et 


où 


(148,10) 


1 L'intégrale analogue (115,3) (correction au facteur de forme de l'électron) a été 
calculée au $ 115 par la méthode de dispersion. 
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(148,9,c) à l’amplitude est égale à 
MD + ME = ML (Z +ZU), (148,11) 
D'après (117,7a) la constante 


Ù \° 9 ?.° 
Zi — —— [5 mor ++ In ” , 


mm 
c 
et de même pour Z{), en remplaçant m, par m,. De cette façon, 
la correction régularisée à l’amplitude de désintégration du muon 


ÔM,;= M9 + M + MO. 


Cette quantité ne contient plus À et est donc finie'. Notons 
que sa structure matricielle diffère de la siructure de l'amplitude 
M, non perturbée par l'interaction électromagnétique. En ce sens, 
on peut dire que les corrections radiatives affectent le caractère 
«universel» de l’interaction (V— 4) faible. 

L'amplitude M}; = M} + ôM,; dépend de la « masse du photon » À. 
Afin d'éliminer cette dépendance il faut, comme d'habitude, 
ajouter à la probabilité de désintégration celle de désintégration 
avec l'emission simultanée d’un photon de masse À: dans la pro- 
babilité totale on peut passer à la limite À—0. Dans les cas 
analogues ($$ 120, 131) on a procédé en supposant les photons 
mous d'énergie inférieure à un certain petit w,.,,. Dans le cas 
donné, pourtant, du point de vue de la réalisation de l'expérien- 
ce la grandeur la plus intéressante est la probabilité totale de 
désintégration compte tenu de l'émission possible de photons de 
n'importe quelles (et non seulement de petites) énergies. Une 
telle probabilité s'exprime par la somme de l'expression (147,1), 
dans laquelle pour le carré de l'amplitude il faut substituer 


MAP = ME + (MP 8M: + MM), 
et de l'expression (148,6); cette dernière doit être intégrée sur d‘k 
supposant k°—À*. Cette intégration est assez compliquée, de même 
que le calcul de l'intégrale (148,10). 
Nous citons ici seulement le résultat final pour la distribution 


des électrons suivant les énergies pour la désintégration du muon 
non polarisé (1+ ou 7), sommée sur les polarisations de l’électron : 


œ (0) 
du, — [1 +R (0 | def”, (148,12) 
où dw!° est la distribution (147,9), et la fonction A(x) est égale à 
h(x)=—4F(—x)—T + 3L—4+ 


1 On peut montrer qu'une telle réduction a lieu également aux approximations 
plus élevées par rapport à l'interaction électromagnétique. 
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+21n x [81n (12) —2 In x—21 +1] +2 (20125) In (1 x) + 


(1 — x) (1— x) 


DM en In x + O2 [(5 + 174 —34x€) (L -H In x) —22x + 34x°], 


OÙ X—E/Emx L=In(m,/m.) et Tableau 3 
F(x) est la fonction de Spence 


(198,19) (S. M. Berman, 1958).  , |100-%#0 | » li00-%-h00 
Les formules sont écrites à la sl a 
condition m,/e,<£1, en négligeant 

tous les termes qui tendent vers 0.2 9,69 0,7 —0,23 
zéro pour m,—0. Quelques va- 0.3 5,54 0,8 | —1,42 
leurs numériques de la fonction 0.4 3,43 0,9 —3,06 
h (x) sont données dans le tableau 0.5 2,01 0,94 | —4,16 
3. Pour x—0et pour x—1 la 0.6 0,85 0,98 | —6,45 


fonction h (x) croît indéfiniment << 
[respectivement comme x”7*Inx et comme In(Î—x)|; de ce fait 
les formules de la théorie des perturbations deviennent inappli- 
cables. La probabilité intégrale (suivant toutes Îles énergies) de 
désintégration reste, pourtant, finie; la correction radiative à la 
durée de vie du muon sera égale à ôt = +4,4-10-%r,, où 7, 
est la durée de vie calculée sans tenir compte des corrections. 


$S 149. Structure cinématique du courant faible d’hadrons 


L’'amplitude du processus, auquel prennent part les leptons de 
même que les hadrors, peut être représentée sous la forme 


My lie LD hold 1h (149,1) 
où le premier facteur est le courant de transition de leptons et 
le second le courant de transition faible d'hadrons (/{,, h; et l, h 
sont respectivement le lepton et l'hadron initiaux et finals). Ces 
facteurs sont supposés indépendants en ce sens que chacun d'eux, 
en tant que la fonction de ses variables indépendantes (des 4-im- 
pulsions et des hélicités), ne dépend pas du type des particules, 
entre lesquelles a lieu la transition dans le second facteur '. Alors 
il est naturel de supposer que l'élément de matrice leptonique ait 
la même forme que pour les réactions purement leptoniques. Quant 
au courant faible d'hadrons, on peut lui appliquer tout ce qu’on a 


1 En particulier, on sous-entend par là qu'on fait abstraction de l'in- 
fluence de l'interaction électromagnétique entre les particules (si elle a lieu) 
sur le processus. 
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dit au début du $ 140 à propos du courant électromagnétique 
d'hadrons : il est inséparable de la contribution due aux interac- 
tions fortes virtuelles. 

Voyons ce qu’on peut dire sur Îles propriétés du courant de 
transition d’hadrons en partant des seules considérations phénomé- 
nologiques. Outre les exigences purement cinématiques, on va uti- 
liser également le fait que l'amplitude d’une réaction ne peut dé- 
pendre que de la 4-impulsion totale des leptons créés (et non de 
la 4-impulsion de chacun d'eux séparément). Cette exigence traduit 
(dans la représentation d’impulsions) le caractère «local» de l’ha- 
miltonien de l'interaction faible’ des leptons, mentionné au $ 146. 

Considérons successivement les types différents de réactions. 

1) Désintégration d’un méson en leptons: 


né — #4, (v,), KE — #4 +, (5) 
(où { =e ou y). Pour fixer les idées on prendra la désintégration 
AT — ee +V,. (149,2) 
Pour former un courant d’hadrons on ne dispose que du pseudo- 
scalaire u. (amplitude de la fonction d’onde du méson) et du 


4-vecteur q =p,+p, (4-impulsion totate des leptons)!. Le 4-vecteur 
courant de transition formé avec eux : 


0! JE n >= fu,g", (149,3) 
où f est un coefficient invariant (facteur de forme), qui se réduit 
dans ce cas à une constante, vu la constance d’un seul invariant 
dont il peut dépendre: g*=pr—mx. Notons également que les 
valeurs de gq° et de f(g*) ne dépendent pas de la masse du lepton 
naissant { et, par conséquent, sont les mêmes pour les désintégra- 
tions n—e+vet rn—p+vi. 

Multipliant (149,4) par le courant de transition leptonique 


eljolv=uy(1+v)u, 
on obtient l’amplitude de désintégration 


M}; au 3 fu, (u,.q(1 +y°)u,). 


Enfin, écrivant g= p.+p, et se servant des équations de Dirac 
pour l’électron et le neutrino 


u,.p,=mue, PU, = 0, 


l Les amplitudes d'ondes des particules de spin O0 sont supposées normali- 
sées par les conditions u,u,, —1 ($ 10). Pour les calculs concrets des probabili- 


tés de désintégration on peut poser simplement u,— 1. 
? Le facteur de forme f a la dimension d'une masse. Les valeurs empiri- 
ques : |[fx1—0,94 m,, |fK1=0,072 mx, |fkl/1fk1=3,7. 
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on trouve à ; 
ee pi LL a 
M;- TE fu_m, (ue. (A -+y)u,). (149,4) 


L’électron sortant lors de la désintégration (149,2) est com- 
plètement polarisé longitudinalement, le signe de son hélicité 
coïncidant avec celui de l'hélicité de %,.. En effet, pour la désin- 
tégration en deux particules les hélicités des particules sont liées 
par la relation À,--A,—A:- [cf. (70,12)]: comme dans ce cas 
À.= 0, on a À, -A-=—1/, (de même pour un positron sortant: 
À = À, —1/,). Ainsi, la polarisation de l'électron a un caractère 
«forcé» étant univoquement déterminée par la conservation du 
moment. Notons le lien existant entre cette circonstance et la pré- 
sence du facteur m,. dans (149,4). À la fin du 147 on a indiqué 
que la structure du courant faible de leptons est telle qu'à la 
limite m,—-0 l'électron naissant possède l'hélicité À, — —17,; c’est 
pourquoi la probabilité de la désintégration, pour laquelle on doit 
avoir À,.—=!/,, doit s’annuler à la limite m,—0. 

2) Désintégration d'un méson en un autre méson et des leptons 


nt — n° +ls +, (N,), (149,5) 


où de nouveau / —e ou u [un autre exemple: K+-— n°+41[£+4v,(v,)]. 
Le courant de transition d'hadrons doit être formé avec les pseu- 
doscalaires ux et u,+ (amplitudes d'ondes des mésons) et les 4-im- 
pulsions qui sont à notre disposition. À ces dernières se rapportent les 
4-impulsions des mésons initial (p,) et final (p.), ainsi que la 4-impul- 
sion totale qg des leptons: en vertu de la loi de conservation 
P, =—p:+g Seulement deux 4-impulsions sont indépendantes. La 
forme générale de l'élément de matrice: | 


<a JÉaE>- uruaz (f,P*+f,q°), (149,6) 


où P—p,+p, et f,, f, sont des fonctions invariantes des 4-impul- 
sions (facteurs de forme). Avec p, et p, on ne peut former qu'un 
seul invariant indépendant (ne se réduisant pas à la constante), 
par exemple g°. Par suite, f, et f, sont des fonctions d’une seule 
variable indépendante. 

Notons que le courant (149,6) [il en est de même de (149,3)] 
a un caractère spatio-temporel bien determine; pour les mêmes 
parités intrinsèques de deux mésons le courant (149,6) est un vrai 
4-vecteur. Cette circonstance est liée au fait que les mésons ne 
sont pas doués de spin. 

Dans la désintégration (149,5) la polarisation du lepton / 
(e ou u) n'a pas de caractère «forcé», comme dans la désintégra- 
tion (149,2). Si /=e, alors, en négligeant la masse de l’électron, 
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e” aura automatiquement (comme dans la désintégration du muon, 
$ 147) l'hélicité —1/,, tandis que l’hélicité de e* sera + 1/.. 
L'exception n'est faite que pour les cas où x” n’emporte pas 
l'énergie et e et v se meuvent dans des sens opposés; à l'appro- 
ximation m,—-0 la probabilité de telles désintégrations doit, par 
conséquent, s’annuler. 

3) Désintégration d’un baryon en un autre baryon et des lep- 
tons, par exemple la désintégration f d’un neutron !: 


N— p+e +. (149,7) 


La question du type du courant de transition d’hadrons pour les 
particules de spin !/, a été déjà examinée au $ 140 pour le cas électroma- 
gnétique. Le fait que la transition s’y accompagnait de l’émission 
d’une seule particule (photon), tandis qu'ici il y a émission de deux 
particules (e et v), est négligeable vu que dans le courant ne 
figure que la 4-impulsion totale q des leptons, et qu’ en ce sens elles 
sont équivalentes à une seule particule. Toutefois, le courant de 
transition ne doit pas maintenant satisfaire à la condition de trans- 
versalité. Dans le cas électromagnétique cette condition est liée à 
la conservation de la charge électrique, tandis que dans le cas 
des interactions faibles il n’y a en général pas de loi de conser- 
vation analogue (on reviendra encore à cette question au $ 151). 
En outre, le courant faible peut contenir des parties vectorielles 
vraies, de même que des parties pseudovectorielles. 

On a vu au $ 114 qu’à l’aide des quantités à notre disposition 
on peut former trois vrais 4-vecteurs indépendants, par exemple: 


U YU (u,0%u,) ET (u,u,) g", 
où u,, u, sont les amplitudes d'ondes des baryons initial (n) et 
final (p), et =p,—p,. On forme d’une façon analogue les 4-pseu- 
dovecteurs contenant la matrice supplémentaire y*. En tant que 
trois pseudovecteurs indépendants choisissons 

uvvu, (u,vu,) Ps, (u,vu,)q, 
où P=p,+p,. De cette façon, la forme générale du courant de 
transition faible de baryons: 


<P ÊE* | n» =u, (A1v° sf 2093 + f:q°) u, <a 

+u, (gv*+8P*+8,q") vus. (149,8) 
Les facteurs de forme f,, f,, f,, g,, g., g, sont fonctions de l’in- 
variant g°. 


1 S'y rapportent également les désintégrations des hypérons À — p+i- LV, 
S+ — AtIt+w,(v,), etc. 
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Problèmes 


1. Trouver les probabilités des désintégrations T—ru+v et rn—e+v. 
Solution. La probabilité de désintégration (dans le référentiel de repos 


du pion): 
[Mal as ds 
Fo if SP (Pa — Pi Ps) ES des En De, 


Le carré | M},;|* IM},; de (149,3)], sommé sur les polarisations du lepton /: 


a G? ne 7 
Mar = T1 mt Tr 2, (1 475) Gr m (+79 = 
polar 
— 4GmÎ (P:P,). 
Cette expression se réduit à une constante, car de (p;+p,)} =pi=mx il ré- 


suite que 


il 
PPy=T (mi — mi). 


Il ne reste que l'intégrale 


(CEE P sw np —01.-t PP 
= (| 2e, ÔU (Pr — Pe pay [TE 6 (mere 
Remarquant que |p;|=]|p,|=e, on a 


4nei de, âne, 4re, m°—m? 
1-| EE Ô(m,.—e D sr 
ne ue, (TE) s Ma 


En définitive : 


_@Iff 1 Ÿ 
Mae el (1-2) : 


Le rapport des probabilités de deux désintégrations : 


2 2 °NS 
en M (mi) Re 


W(T— + V) mi mi — mi 


Il se détermine uniquement par le rapport m./m,. 
2. Trouver la probabilité différentielle (par l'apport aux énergies e.) de dé- 
sintégration K£ —+n0+et+u, (ve). 
Solution. Les courants de transition d'hadrons et de leptons: 
Jo lK TD = pr + fax = (fi + fa) pk — 2 (Pe+ Ps), 
lin V=uey (1+v)u. 
Faisant leur produit, utilisant les équations de Dirac pour u, et u, et négli- 


geant la masse de l'électron devant les masses m, et mx, on trouve l'ampli- 
tude de oi 1 


= V26Gfu.pr (1 +75) u, Ê= _. (fi + fs). 
1 Pour la désintégration K—+r+u+v il est insuffisant de faire des 


abstractions analogues, et les deux Re de forme indépendants restent dans 
l'amplitude. 
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La probabilité de désintégration (dans le référentiel de repos de K): 


IMyil dip, dip, d'p 
_ EU EN TE SD) (pr D.—D,— 
dw—(2n) me des de, de OU (pr — Pr — Pe— Po): (1) 


Après la sommation sur les polarisations : 


D 'IMaE=261]f{ Tr p,pr(1 +5) pe pr (1 + y) = 


poiar 
= 46? 1 f [Tr p.pxP. pr = 160? | f |* {2 (p.pr) (p.px) — 0$ (pep.)}. 2) 
L'intégration sur dp,dip, est cffectuce à l'aide des (147,5) et (147,6) et donne 


TE 


duw — || (ES — 2)/1de,. 


L'énergie e. parcourt les valeurs dans l’intervalle 


m°. s m° 
K 
Melle re JT 


La limite supérieure correspond au cas où e et v se meuvent dans le même 
sens (la masse de l'électron est partout négligée 1). Rappelons que f est fonction 
de g*=(p,.+p.} ou, ce qui revient au même, fonction de &. (étant donné que 

= (pr — ps) = mi + m°—2mxe,). Si l'on néglige cette dépendance, la proba- 
bilité totale de désintégration 


G? 2 m° m= 
LR sn) 
7687“ mie 
3. Pour la même désintégration trouver le spectre d'électrons pour l'énergie 
e. dounte. 


Solution. Développant dans (2) les produits des 4-impulsions, substi- 
tuant dans (1) et intégrant sur d°p,, on obtient 


G2\ft 
EL mr (ect, + PePs) ô (eee + — Mk) 


do — 


d'p.d'p, 
Etes 
De l'égalité p, + p,=— p, on a 


PePy = 9 {pi ei —(mx—e—ee)}, 
ee, + PeP, = _. pi —(mx—ex—28.)"}. 


EANOR par rapport aux directions p, et p, se réduit au calcul de l’inté- 
grale 


js (eetet+V pi + pit 21pellp.lcosU—mx) d cos Ù = —— 
Ee | Pxl 
(8 est l'angle entre p. et p,). Définitivement 


d PULL (PE — —_(mx—e,—928,) ?] dede. 


CARACTERE RÉEL DES FACTEURS DE FORME 259 


L'énergie &, pour 8, donné varie entre les limites 


| l 
TZ (MK —Er— | Pr | )< Ee D] (mr—e+1\pel ). 


$ 150. Caractère réel des facteurs de forme 


L'élément de matrice de la transition M}; (149,1) correspond 
à la première approximation de la théorie des perturbations (par 
rapport à l'interaction faible). C'est pourquoi la matrice M}; est 
hermitienne: Mj:=M;, ce qui signifie pour les courants de 
transition de (149,1) que la conjugaison complexe les transforme 
en courants de transitions inverses. 

Ainsi, pour la désintégration f d’un neutron (149,7) 


lie =<viiele», <pl/afnt=<n|/e lp. (150,1) 


Pour les courants de transition de leptons qui s'expriment par les 
expressions 


lieIv>=uOu, <v|jole> =u,Oue, 
la relation (150,1) est automatiquement satisfaite. Pour le courant 


de transition d'hadrons, écrit sous la forme <p|J[n>={(u,lu,), on 
obtient 


<n|J,|P> = (u,lu,)* = Tu, L:= pr +y. 
Avec la matrice F de (149,8) on a 
cn] Jelp>= u, (iv fio%gs+ qu, + 

+u, (giy" —g:P* —g,q°) vu. (150,2) 
Ainsi, le courant de transition inverse (p—-n) s'exprime à l’aide 
des facteurs de forme complexes conjugués f*, g*. Toutefois, vu 
la différence entre les processus direct et inverse (n — p et p—n), 
on ne peut encore en tirer aucune conclusion sur les propriétés 
des facteurs de forme eux-mêmes. 

De telles conclusions peuvent pourtant être faites si l'on exige 
de plus la CP-invariance (ou, ce qui revient au même, la T-inva- 
riance) de l'interaction *. Formulons cette condition (avec la con- 
dition d’hermiticité de M,;) en termes des opérateurs %. 


1 Pour le courant de transition électromagnétique, le caractère réel des fac- 
teurs de forme découlait déjà de l’hermiticité de 1 ($$ 114, 140), ce qui a été 
lié au fait qu'il s'agissait d'une transition (avec l'émission d'un photon), la 
particule en tant que telle restant toujours la même, et par conséquent, ses 
ctats initial ct final ne différaient que par leurs 4-impulsions. 

* Pour éviter toute confusion, rappelons que pour les amplitudes des tran- 
sitions la T-invariance signifie l'égalité non pas des processus direct et inverse, 
mais des processus direct ct «inversé dans ie temps». Ce dernier diffère 
du processus « inverse» par le fait qu'avec la permutation des états initial et 
final on substitue également aux 4-impulsions p=(e, p) les valeurs « inverstes 


dans le temps » pT=(Ee,—p). 
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Le fait qu'il s’agit du premier ordre de la théorie des pertur- 
bations signifie que les amplitudes des transitions M},; et M;, 
doivent être les éléments de matrice d’un seul et même opérateur 
hermitien, de l'hamiltonien efficace de l'interaction. Si le courant 


de transition <e|j,|v> est un élément de matrice de l’opérateur 
L="%.0%.,. et <plJ,ln> celui d’un certain opérateur J£, alors les 
courants de transitions inverses sont des éléments de matrice des 
opérateurs j; et J,, et l’hamiltonien doit renfermer les deux pro- 
duits de ces derniers: 


G 55 46, 

=== [N) [A Qi e) + 
Ho (olé + jé de) (150,3) 

L'opérateur courant de leptons pour la transformation CP de- 
vient égal à 


(és je) =(—je", jé) 
[cf. (146,15)]. L'hamiltonien (150,3) sera CP-invariant si pour le 
courant d'hadrons on a également 


(JE, JNCP=(—JE*, JE). (150,4) 


Montrons que pour cela tous les facteurs de forme doivent être 
réels. 

On peut associer au courant de transition (149,8) l’opéra- 
teur ! 


Je = fa (Do v" a) + F2 (P5— Pa)s (D, be) + 
+ F5 (Po — Pa) (Don) + Ba CPV V0) + ge (Po + Pa)" (DV) + 


pu &a (P» — Pa) (Cp, v°p,). (150,5) 
Ici p—1id, p*——id; les indices r7 et p de ces opérateurs indi- 
quent que les dérivations s'effectuent par rapport aux arguments x 
respectivement dans #,(x) et #,(x). Pour la conjugaison de charge 
les formes bilinéaires des opérateurs % se transforment d’après 
(28,4). Quant aux opérateurs p, et p,, ils ne sont pas affectés par 
cette transformation: toutefois on remplacera identiquement 
Pp—Pa=—(Ph—Pa). Alors 


(+) = — Fev) — fps —p,): (0 4p,) + 
+ pr p,) Ga) + gi Give réb,) — 8: (pa + p,) (av b,) + 
+ (Pa — Ph)" (PaY D). (150,6) 


1 11 est évident que les lois de transformation du courant ne peuvent pas 
dépendre de la forme de la dépendance fonctionnelle des facteurs de forme de 
la variable invariante g*. Pour trouver ces lois on peut, donc, considérer cons- 
tants tous les f et g, ce qui permet d'écrire les expressions explicites des opé- 
eo correspondantes ; bien entendu, ces opérateurs n'ont pas de sens plus 
profond. 


CARACTÈRE RÉEL DES FACTEURS DE FORME 261 


Lors de l’inversion (P) les trois’ premiers termes se transforment 
comme un vrai 4-vecteur (V", V—V", —W) et les trois autres 
comme un pseudovecteur (4", À —-— 4", 4). Le résultat doit être 
comparé avec l'expression hermitienne conjuguée de l'opérateur 
(150,5) : 


de = Fab) + fi (pa—p,): (op) — 
— À (Pa —P,) ab) + gi QPav vb.) — ge (pa + p,)" (b, vb.) + 
+ 3 (pa p,) (b,v,). (150,7) 


Il est évident que l'égalité requise (150,4) aura lieu si tous les f 
et g sont réels. 

De façon analogue on peut démontrer le caractère réel de deux 
facteurs de forme f, et f. dans (149,6). Notons toutefois le caractère 
quelque peu conventionnel de ces affirmations. Le caractère spatio- 
temporel du courant (149,6) dépend de la parité relative des imc- 
sons: un vrai 4-vecteur pour la parité positive et un pseudovecteur 
pour celle négative. L'exigence de CP-invariance conduit selon l’un 
ou l’autre cas aux f et g réels ou imaginaires. Toutefois, cette 
différence n’affectera pas les résultats physiques, car le facteur 
de phase commun dans le courant disparaît lors de la formation 
de |M},;{5. Ainsi, il serait plus exact de parler du caractère réel 
relatif des facteurs de forme. 

Rappelons de nouveau que les résultats exposés sont basés sur 
l'utilisation de l'égalité M;;-- M;,, valable uniquement en première 
approximation de la théorie des perturbations. Pour l'interaction 
faible cette condition est toujours satisfaite: toutes les désintégra- 
tions étudiées sont les effets du premier ordre par rapport à cette 
interaction. Pourtant, elle peut être violée à cause d'autres 
interactions entre les produits de la désintégration. Dans toutes 
les désintégrations étudiées jusqu'à présent l'interaction dans l'état 
final ne peut être qu’électromagnétique. Bien que grande devant 
l'interaction faible, elle est petite par elle-même: c’est pourquoi en 
tenant compte de cetie interaction on ne voit apparaître que les 
parties imaginaires relativement petites des facteurs de forme!. 

La CP-invariance entraîne, bien entendu, l'égalité des proba- 
bilités de désintégrations des particules et des antiparticules (avec 
le changement de signe de toutes les impulsions p et hélicités À). 
On a vu au $ 72 que les durées de vie des particules et des anti- 
particules (c'est-à-dire les probabilités totales de leurs désintégrations 
dans tous les canaux possibles) doivent coïncider rigoureusement 


1 Cet effet se renforce, toutefois, dans les désintégrations B des noyaux de 
grande charge. La situation change également dans les désintégrations non lep- 
toniques des hadrons, quand dans l'état final apparaissent deux ou un plus grand 
nombre de particules en interaction forte, cf. $ 154. 
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ne serait-ce qu’en vertu de l'exigence de CPT-invariance. En ce qui 
concerne les désintégrations faibles, pour M},; hermitien on peut 
affirmer que cette exigence entraîne l'égalité des probabilités de 
désintégrations d’une particule et d’une antiparticule pour les canaux 
séparés. 

Soit a une particule d’impulsion p et d’hélicité À qui se désin- 
tègre en un ensemble de particules a” d’impulsions p’ et d’hélici- 
tés À’. En vertu de la CPT-invariance on a 


<a',p',N|Ml|a,p,h=<a, p, —1|M]a', p', —à), 


où a, a” sont des antiparticules. Si, de plus, Mi; = M;,, alors cette 
égalité peut être récrite sous une forme reliant les amplitudes de 


désintégration des particules a et a: 
<a’, p',N'IMla, p, à=<a',p', —N|M|a, p, —1*. (150,8) 


Il en résulte l’égalité des probabilités différentielles de désinté- 
grations (dans le référentiel de repos de a ou de a’): 


dw(a, À—a’, p', \')=dw(a, —À1—+a', p', —\'), (150,9) 


et, prenant la moyenne sur les directions de sortie et sur les 
polarisations, l’égalité identique pour les probabilités intégrales. 
Il apparaît également des liaisons déterminées entre les polarisa- 
tions des particules. 

A titre d'illustration, citons les désintégrations 


K=—n+p-,, KT— nr +ut +. 
Outre l'égalité de leurs probabilités totales, la CPT-invariance 
entraîne l'égalité &u+——6%,- entre les polarisations des muons 
dans les deux cas. Si l’on ajoute l'exigence de T-invariance, cela 


conduit à l'interdiction de la polarisation du muon suivant la 
direction p, X p,. 


$ 151. Propriétés isotopiques du courant faible d’hadrons 


L'hypothèse de l'universalité des interactions faibles consiste 
dans l’affirmation que les courants de transition faibles pour tou- 
tes les particules peuvent avoir la même forme, l'interaction forte 
étant « débranchée». Bien qu’en l’absence d’une théorie cohérente 
il soit difficile de formuler exactement le sens de cette affirma- 
tion, on peut cependant en tirer quelques conséquences concrètes. 

Certains résultats peuvent être obtenus en utilisant en l’occur- 
rence la symétrie isotopique des interactions fortes (en négligeant 
les effets électromagnétiques affectant cette symétrie) (S. Weinberg, 
1958 ; T. D. Lee, C. N. Yang, 1962). Ainsi, dans les désintégra- 
tions ZE — A ter +v,(v,) les hypérons Z+ et Z- appartiennent 
au même isotriplet (7,=1 et T,—=—1), À étant un isosingulet. 
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La rotation de 180° autour de l’axe des x* dans l’isoespace change 
les signes de tous les T., de sorte que Z+*—-2Z-, A-—-A. Les 
courants faibles «d’amorçage» de transitions Z+-— A et © A 
étant universels, en vertu de la symétrie isotopique on doit avoir 


CIE SERA IE ETS: (151,1) 

La même rotation, appliquée à l’isodoublet des nucléons, en- 

traîne la transformation réciproque d’un neutron et d’un proton. 

C'est pourquoi le courant de transition <n|J,,|n> peut être obtenu 

du courant <p|J., «10 par échange d’ indices n et p dans toutes 

les grandeurs (amplitudes d'ondes u et 4-impulsions p). En procédant 
de cette façon dans (149,8) on trouve 


nl | Ji | p> =u, (Av — 0% 9: — f.q") ue T 
+u (av +gP— 87) vu, 

où, comme auparavant, g est défini comme g—p,—p,. Cette 
expression coïncide avec (150,2) si f,, f., g, £g, sont réels et 
fa, & imaginaires. Mais on a vu qu’en vertu de la CP-invariance 
tous les facteurs de forme doivent être réels. De cette façon, la 
symétrie isotopique entraîne 

fs = ge = 0. (151,2) 


En considérant le neutron et le proton comme deux états 
isotopiques d’une même particule, le nucléon, il faut écrire le 
courant de transition (149,8) sous la forme 


<pldéln>= au (fiv + 80%, + F,q")T Lux + 

+ Kate (BV + BP + LR) V Tux. (151,3) 
On y a introduit l'opérateur T__—T,—iT, (133,5) qui transforme 
le neutron en proton, il agit sur l’isospineur % déterminant l’état 
isotopique du nucléon (pour le courant de transition inverse p—n 
au lieu de T_ il faudrait mettre T,). Ainsi, d’après ses proprié- 
tés isotopiques le courant faible de nucléons est la composante 
d’un isovecteur. 

Les masses du neutron et du proton étant voisines, l'énergie 
dégagée lors de la désintégration B du neutron est relativement 
très petite. Par suite, la grandeur gq° l’est également. Négligeant 
les termes en g°, on peut remplacer tous les coefficients f, g dans 
(151,3) (fonctions de g*) par leurs valeurs pour qg°—0. 

Avec la même précision, les courants de transition électromagné- 
tiques du proton et du neutron ont, d’après (140,8), la forme 


79 
<p|J"|p>=u, | pot ‘q: |, 


<n|J'|n>=u, Dre ga (151,4) 
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où u,=u(p;). u,=u(p.), q=p,—p, et m, est la masse du pro- 
ton. Se rappelant que dans l’isodoublet de nucléons le proton 
possède la projection de l'isospin T,=1/,, et le neutron T,=—1},, 
on peut écrire les deux expressions ensemble sous la forme 


re 0,12 . 
MIS [v +7 og) a+ 


|  — 3,70 
+ Xe 2 o*#4;| Tuik, 


M p 


(151,5) 


où T,=—!1/,1,. Le premier terme dans cette expression est un iso- 
scalaire, le second la composante d'un isovecteur. 

Comparons ce dernier avec la partie vectorielle vraie (V) du cou- 
rant de transitions faible 7 —p et p—-n [première ligne de l’ex- 
pression (151,3): 


pen = eu, (iv 0 %g, + F9") Tux, 
<n|Jw|p>"= %u, Gaiv" + 20%93+ F3") Taux. 
Ces trois courants ont les mêmes propriétés spatio-temporelles, 
et d’après leurs propriétés isotopiques ils sont les différentes com- 


posantes d’un isovecteur. Ils proviennent tous d’un seul et même 
courant «d’amorçage » 


(151,6) 


UV TU Ya. 
Il est naturel (et l’expérience le confirme) de supposer que 


ce soient les trois composantes du même isovecteur et par 
suite! 


3,70 
h=bh=-ÿ, f=0. (151,7) 


L'égalité f,—0 a été déjà obtenue plus haut comme la consé- 
quence des exigences de symétrie isotopique. Notons qu'en 
vertu de cette égalité la partie vectorielle du courant faible se 
révèle (de même que le courant électromagnétique) transversale 
par rapport au 4-vecteur gq, c’est-à-dire qu’elle se conserve. 

De cette façon, la partie vectorielle vraie du courant faible 
de transition du neutron en proton est égale à 


— 3,70 
<p\Jaln>"= > (r 5 0%) Un. (151,8) 


Les conclusions analogues peuvent être faites sur les courants 
de transition des mésons dans les désintégrations 


nt na Let + v,(v.). (151,9) 


1 Cette hypothèse a été énoncée par S. Guerchtein et Ya. Zeldovitch (1955) 
et par R. Feynman et M. Gell-Mann (1957). 
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Les mésons x+, n°, x sont les éléments d’un même isotriplet, 
correspondant aux projections de l’isospin T,— +1, 0, —1. Les 
états isotopiques correspondants sont décrits par les isovecteurs # 
avec les composantes 


1 0 Ï 
caf) (D ref) sn 


[comp. (16,21)]. L'action de l'opérateur d’isospin (T = 1) sur l'iso- 
vecteur se traduit par la formule 


(T;4)4 = —{€;pr 4 
[comp. (16,19)]. Avec son aide, il est aisé de trouver que 
Te In->=—p2 x, FF. [nt>=—V2 n°, 


où T:—T,+ÆHiT,. Donc les courants faibles des transitions 
nt — 71" (149,6) peuvent être écrits ensemble sous la forme 


0 l e 
<ñ otre PE 9) LT =, (151,11) 


(les amplitudes d'ondes des mésons dans (149,6) sont posées éga- 
les à l’unité). 

Quant aux courants électromagnétiques des transitions nt — nt, 
on peut les écrire à l’aide de l'opérateur diagonal T, sous la 
forme 

<n|J:|n>=F(g) PT. y (151,12) 


[comp. (140,5)]; pour x° réellement neutre ce courant s’annule 
tout naturellement. Suivant la même hypothèse, supposons que 
les courants (151,11), Care soient des composantes d'un seul 
et même isovecteur. Alors la comparaison de leurs coefficients 
donne : 
h(g)=V2 F(q), f,(g)=0. (151,13) 
La petitesse de l'énergie se dégageant dans la désintégration 
(151,5) permet là aussi de remplacer F(q°) par F(0)=1. Alors 
le courant de transition faible est simplement égal à 


<a |Jé|nt> = V2 (pt + p5). (151,14) 


Probleme 
Déterminer la probabilité intégrale de désintégration na? —+ 7° + e* + 
ve (Me: 
Solution. L'énergie dégagée lors de la désintégration est À = 1m, ; — mo 
= 4,6 MeV << m,. C'est pourquoi dans le référentiel de repos de x+ on peut 


266 INTERACTION FAIBLE 


considérer x7° comme étant également au repos. L'amplitude de désintégration 
[avec le courant de transition de mésons de (151,14)] : 


M = Gue (Pi + P2) (1 + y) u, = 2m,Gu,y° (1+ Y°) ue. 
Après la sommation sur les polarisations de l’électron 
2, IMyilr=32m G" (ee, +p.p)). 
polar 


Le terme en p,p, disparaît lors de l'intégration par rapport aux directions. 
Donc, la probabilité intégrale de désintégration 


M; |° d'O (py, —pa—p,— pe) dip, d'p.d3p, = 
TP T6 | een Pi —P:—P,—Pe) EP, ped'Pr = 
2G° 
ny | d(8,+E—A) Pped'p,. 


Admettant que m, << A, négligcons, lors de l'intégration, la masse de l'électron, 
c'est-à-dire remplaçons d'p, —+4neé de, (de mème que d'p, —+4nei de,) . On 
obtient finalement 

G°AS 


DE TG * 


$S 152. Désintégration f du neutron 


Calculant la probabilité de désintégration du neutron on peut, 
avec la précision suffisante, négliger dans le courant de nucléons non 
seulement les quantités en g° [comme on l’a déjà fait dans (151,8)], 
mais également les quantités en qg. Pour le courant de transition 
faible total (somme des parties vectorielle et pseudovectorielle) on 
aura 


<p|Jo|n>=u,y (1+ay)u,, (152,1) 


avec la notation æ—g,(0) (valeur empirique &« — 1,2); rappelons 
que g. —=0 en vertu de (151,2)!. 

Toujours en vertu de la petitesse de l'énergie dégagée 
(A=m,—m,# 1,3 MeV) lors de la désintégration du neutron au 
repos, on peut considérer le proton naissant comme étant égale- 


1 Mais une telle approximation du courant de nucléons est insuffisante 
pour le calcul de la probabilité de réaction de capture du muon 
(u—+p— n+v,). S'il s'agit de la capture de u— qui cest pratiquement au 
repos dans l'atome mésique (système hydrogénoïde pu), alors = (Pn— Ph) S 
& — mi. Bien que les corrections en g* dans les facteurs de forme soient 


toujours petites, les termes en qg dans le courant deviennent considérables. C'est 
pourquoi les deux termes dans (151,8) et les deux termes dans la partie pseudo- 
vectorielle du courant doivent étre conserves. 
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ment au repos. Leurs amplitudes d'ondes auront alors la forme 
(en representation standard) 

(( 22 

0 


omis + f UÙ 
avan (te). u,=V 2m, 


w étant des spineurs non relativistes (à deux composantes) norma- 
lisés à l'unité. À l’aide de la multiplication directe par les matrices 
y de (21,20) et (22,18) on trouve pour le courant de transition de 
nucléons 


<p|J,1n>=2 V mm, (w;w,, —aw,0w,). (152,2) 


Le produit de ce dernier par le courant de transition de leptons 
donne l’amplitude de désintégration! 


M,;,=V 2m,m, G {(x,) (uv (1+ v')u,) + a (wow) (u,y (1 + v°) u,)}. 

Le carré de l’amplitude : 

[MF = 2m,m,G*.2 {Tr (p4p,) Tr [ocve,v (1 +%)] + 
+ aiTr(p,040,6,) Tr [o,v'p,v* (1 + v°)] + 
+ aTr (p,0p,) Tr [oevo,y (1 + %9)] + 
+aTr(p,0,0) Tr lo.vp,v° (1 +%°)]} (152,3) 

(i, k=x, y, z sont les indices vectoriels à trois dimensions). 

Pour les matrices densité p, et p, il faut substituer 


l ” À 
Pe — 37 (Pe+ m) (1 + a,v°), P,—=P» 


et pour p,, p, les matrices densité polarisatoires non relativistes 


= rU+o,)  py= gi + ot). 


En laissant d’abord de côté les polarisations de l’électron et du 
proton, effectuons la sommation sur ces dernières. Alors dans 
(152,3) il ne reste que les termes suivants=: 


É M: = 4Gîm,m, {Tr pv p,v + a Tr p,yp,Y + 


e ia® (et) Trp,y pv" + 20 Tr p.v°p, (E,Y)}. 


1 La constante G, déterminée à partir des données sur la désintégration $ : 
G—1,41-10-% erg- .cmi, c'est-à-dire qu'elle est un peu inférieure à la valeur 
de (146, 14) obtenue des données sur la désintégration du muon. Vu l'indéter- 
mination des corrections radiatives pour les hadrons, il est difficile de dire à 
quoi doit être attribuée cette différence. 

* Rappelons les formules pour les traces des produits des matrices de 
auli : 
Tro;—0, ?/, Troïog—ôin 1/2 Tr Oo = ie;pg, 


1/2 TT O;0k0 On = Vigd1m — ditÔkm + dimÔkt 
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Le calcul simple des traces entraîne 
2 IMy;F = 16miGte,r, 11 + 3a°—(a— 1)0,0,— 


polar 
en 
—Ia(a—1)of, + 2a(a+1)D,), (152,4) 
où 2 =pit,. %,=pe, sont les vitesses de e et de v ([®,1=1), 
m,=zm, est la masse du nucléon. 
pe, n | ne 
L'expression entre accolades détermine les distributions angu- 
laires de l’électron et du neutrino. Pour la désintégration du neutron 
non polarisé la corrélation entre les directions de e et de v est 
donnée par le facteur 


La distribution angulaire des électrons lors de la désintégration 
du neutron polarisé (pour une direction arbitraire du neutrino) est 
proportionnelle à 

2a (œ—1) 
| + 34° 


et la distribution analogue pour les neutrinos 


2a(a+1) _ 
HT Eur Viôn 

Notons de nouveau (de même qu’au $ 147) que les termes dans 
(152,4), contenant ®,£, ou o£&,, changent de signe lors de l’inver- 
sion (D——, £—-—E&) et leur présence est la conséquence de la 
non-conservation de la parité. Indiquons également que l'absence 
dans (152,4) du terme de la forme 6, (9. x ®,) est la conséquence 
de la T-invariance: un tel terme changerait de signe pour la 
substitution 


1 — DC 


On Om De—— D, D, ——T, 
[cf. (147,11)]. 
Prenant la moyenne sur les directions de ®, et ©, on obtient 
pour l'expression (152,4) 
16m°G° (1 + 3u°)e,e.. (152,5) 
La probabilité différentielle de désintégration 
| Mi | : dph d“pe d'p, 
dÙ = 5 5m n— Pp— Ps Pe) Gr Des 2e, 
Après l'intégration sur d’p,d*p, et les directions de p, elle donne 
la distribution des électrons suivant les énergies! : 


de = (1 + 3) Ver mé (A —e,)'e,de.. (152,6) 


1 La distribution de ce type pour les électrons B a été vbtenue pour la pre- 
mière fois par E. Fermi (1934). 
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L'intégration étendue à l’intervalle m,<e,< A donne la probabi- 
lité totale de SÉSnISEUQn re 


w — Ce ae 5 _ (I + 3a°), (152,7) 
où 


me 


Ce (279 F8) + Arch = 0,47. 
60 mé 
Pour calculer la polarisation de l’électron sortant lors de la 
désintégration, on n’a pas besoin de refaire tous les calculs. Il suf- 
fit de remarquer que les traces leptoniques dans (152,5) pour l'élec- 
tron polarise ne contiennent les 4-vecteurs p, et a, que dans la 
combinaison p,—m,a, (cf. $ 147, où on a calculé les traces du 
même type). C’est pourquoi on obtient la probabilité de désinté- 
gration avec la polarisation donnée &{* de l’électron en remplaçant 
dans (152,4) 
EE, —ma = Ee— Pt" = 2, (1—0,6*) 
td) Pe (p.64) 
Pe Peu — nm re, 


Pour la désintégration du neutron non polarisé, après avoir pris 
la moyenne sur les directions de ®,, (152,4) se réduit à (152,5) et 


ne contient que e.. Effectuant le remplacement indiqué, on trouve 
que la probabilité de désintégration est proportionnelle à 


(152,8) 


1—o 8, 
ce qui signifie que la polarisation de l’électron 

Le Gi 2. (152,9) 
(L. Landau, 1957). 

Problèmes 


1. Déterminer la polarisation de l'électron lors de la désintégration d'un 
neutron non polarisé pour la direction donnée de ©,. 


Solution. Effectuant dans (152,4) (avec £,, = 0) le remplacement (152,8) 
on obtient | 
ad —| 
| = + 3? Tag Ve (fe n,) | Ge = 


= [+ ten.) | net (2, —n,(n,n,)), 


où 7,—0, 1,—=0,/0e. 

2. Déterminer la polarisation de l'électron lors de la désintégration d'un 
neutron polarisé pour la direction quelconque de ®,. 

Solution. Par la même méthode on obtient 


2a (aæ—1]) ” 
| log ve (ne &u)| be = 


2 = 
— —ue+ EE (mn) | ne+ Tr (On 1 (n,Gn)). 
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3. Déterminer la polarisation du proton de recul lors de la désintégration 
d'un neutron non polarisé pour la direction quelconque de 2,. 
Solution. Pour la polarisation donné &‘ du proton, après avoir cifec- 


tué la sommation sur les polarisations de l'électron et du neutron et pris la 
moyenne sur les directinns de ®,, au lieu de l'accolade dans (152,4) on obtient 


{1+3a+2a (a+ 1)0,61P. 
D'où 5 
_2a(a+ 1) 
bp Tpda ve 


$ 153. Courants de transition dans un supermultiplet 


Les conclusions ultérieures sur les propriétés des courants faibles 
d’hadrons peuvent être faites si l’on admet la symétrie des interactions 
fortes par rapport au groupe unitaire SU(3) plus large (N. Cabib- 
bo, 1963). 

Considérons les courants de transition entre deux états d'hadron 
appartenant au même supermultiplet. Le supermultiplet le plus 
simple est un supertriplet des particules fondamentales hypothéti- 
ques, les quarks. Il est évident qu'aux transitions faibles entre 
eux doivent correspondre Îles transitions 


Qu—Q, Q1—0Q, (153,1) 


(et transitions inverses), dans lesquelles change la charge 
électrique de la particule. En effet, le courant de transition d’ha- 
drons détermine (ensemble avec le facteur leptonique correspondant) 
l'amplitude de probabilité de la désintégration leptonique d’un ha- 
dron, désintégration en un autre hadron et des leptons. Dans cette 
désintégration les leptons emportent avec eux la charge électri- 
que déterminée (+ 1), donc, la charge de l’hadron doit également 
changer. 

Aux trois quarks Q,, Q,, Q\ correspondent les superspineurs ÿ° 


de composantes 
) (® 0 
D (9). (E) 
0 / 0 1 / 


Les transitions (153,1) s'effectuent par les opérateurs dont l’action 
sur les indices superspinoriels est 2—-1 ou 3-—1, c'est-à-dire 
qu’elle s'exprime respectivement par les matrices Àf ou Àf, définies 
au $ 139. Quant aux transitions inverses, il leur correspond les 
matrices transposées —À! ou À!. Rappelons que toutes ces matrices 
sont des composantes du superspineur matriciel de deuxième rang À$. 

Il est naturel d'admettre qu’en général tous les courants de 
transition entre les constituants de tout supermultiplet sont des 
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composantes analogues d’un superspineur quelconque, c'est-à-dire 
qu'ils ont la forme 


(Jo)pi = h,|J1h;>= a (O5): ou (J,),; = B(Oi);. 


Les expressions complexes conjuguées donnent les courants des tran- 
sitions inverses (ou des transitions directes avec le remplacement 
des particules par les antiparticules); elles sont des composantes ! 
et ! du superspineur. 

Si l’on exige la CP-invariance de l'interaction, le rapport «a/B 
doit être réel (comp. $ 150). Etant donné que la normalisation 
générale est, pour le moment, arbitraire, posons a = 1 et écrivons f 
sous la forme f = tg Ô, où Ÿ est un paramètre réel (angle de Cabibbo). 
Pour plus de compacité, ccrivons le courant de transition sous la 
forme d’une somme 


de)yi= (OÙ: + tg Ÿ (05), (153,2) 


(bien que pour toute transition particulière l’un ou l’autre terme 
soit en fait different de zéro). 

Lors de la transition Q, — Q, la charge électrique Z change 
de 1, l’hypercharge Ÿ ne change pas, et la projection de l’isospinT. 
change de 1. Toutes les transitions qui sont décrites par le premier 
terme de (153,2) ont la propricté analogue, car l'opérateur du type 
O? effectue dans la fonction d'onde superspinorielle d’une par- 
ticule le changement 2—- 1 d’un de ses indices, l'isospin pouvant 
changer de O ou de Æ I. 

Lors de la transition Q\ — Q,, l'hypercharge, de même que la 
charge Z, subit le même changement et l'isospin change de 1, 
Ainsi, le deuxième terme de (153,2) correspond aux transitions avec 
le changement de l’hypercharge (ou, ce qui revient au même, avec 
le changement de l’étrangeté S=—Y —B, car le nombre baryoni- 
que B ne change pas). En même temps on arrive aux règles de 
sélection suivantes pour les transitions faibles avec le changement 
de l’hypercharge ! : 


AY=AZ- +, (153,3) 
[AT |= 1. (153,4) 
1 Ainsi, la désintégration £- — n--e- +v,, pour laquelle AY —2, AZ =1, 


est interdite. Sont admises les désintégrations 
D —n+i- tu, K°—a-+it +, 
mais sont interdites 
ns — n+it+v, K0O—n-+HIt+N,  ([=e ou u) 
(AZ=—1, AY =l]). 
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Etant donné que l'hypercharge se conserve aussi bien dans Îles 
interactions fortes que dans celles électromagnétiques, on peut 
s'attendre à ce que la règle (153,3) ne sera violée qu'aux approxi- 
mations supérieures (à la première) par rapport à l'interaction faible. 
L’isospin est conservé dans les interactions fortes, mais il n’est pas 
conservé dans les interactions électromagnétiques. C'est pourquoi 
on peut s’attendre à ce que la règle (153,4) est violée déjà par les 
effets électromagnétiques. 

L'exemple le plus simple des désintégrations leptoniques des 
hadrons est fourni par les désintégrations 


KEt—ltpn,(v), nt lt +, (v,) 


({—e ou ), dans lesquelles le méson disparaît. La première d'elles 
est une transition avec le changement de l’hypercharge et la se- 
conde, celle sans changement. Les deux mésons se rapportent au 
même octet et ne diffèrent que par la valeur d’un seul indice 
(égal à 2 ou 3) dans leur fonction d'onde superspinorielle [cf. 
(138,11)]. C'est pourquoi 
<O|OÏ|K7>=<0[0f[n")> 

(pour K+ et n* il faudrait écrire Q}, O! au lieu de Uf, Of). D'ici 

<0O|J | K+>=tg 0 <0|./,|nt)». (153,5) 


Ecrivons les expressions explicites pour les courants de transition 
entre les constituants d’un supermultiplet. D’après (139,3) la forme 
générale des opérateurs Of et O; dans leur action sur les fonctions 
d'ondes superspinorielles des particules : 


(Oïÿ = frAS + gA?, (03) = frA? + geAs; (153,6) 


l'indice quadrivectoriel & rappelle que du point de vue de ses 
propriétés spatio-temporelles le courant de transition est un 4-vec- 
teur. Alors, le courant (et avec lui les 4-vecteurs f* et g*) peut 
contenir la partie vectorielle vraie, aussi bien que la partie pseu- 
dovectorielle. 

Les masses des constituants d’un supermultiplet étant relative- 
ment voisines, on peut dans les courants de la transition entre eux 
poser g = 0 en première approximation pour la 4-impulsion transférée 
aux leptons, de même qu’on a déjà fait pour les transitions dans 
un isomultiplet. 

Etudions d’abord la partie vectorielle vraie du courant. Pour 
g—0 un vrai 4-vecteur ne peut avoir (dans le référentiel de repos 
d'une particule qui se désintègre) que la composante temporelle 
(scalaire à trois dimensions) pour la simple raison que pour g—=0 
il n'y aura dans notre disposition aucun vecteur polaire à trois dimen- 
sions caractérisant cette transition. Les coefficients f° et g° (pour 
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qg =0), qui figurent dans les composantes temporelles des opérateurs 
(153,6), peuvent être déterminés si l’on admet l'hypothèse sur 
l'existence du lien entre les courants faible et électromagnétique 
généralisant l'hypothèse formulée au $ 151 pour la symétrie iso- 
topique. 

Au $ 145 on a indiqué que par rapport au groupe de symétrie 
SU(3) le courant de transition électromagnétique est la compo- 
sante ! du superspineur. Pour g —+0 l’unique composante temporelle 
non nulle de ce courant se réduit à la charge de la particule, dont 
l'opérateur est 


O!'=Z=A!— At (153,7) 


Soient O!, Of, O3 les composantes d’un seul et même opérateur 
superspinoriel, alors la comparaison des coefficients dans (153,7) et 
(153,6) donne f° — — g°— ]. De cette façon, la composante tempo- 
relle du courant des transitions faible sera 


(Jo)ri = {A — As: + tg 8 (A3— A3)x} (uÿu,). (153,8) 


Ici on a séparé le produit des amplitudes d'ondes des particules 
initiale et finale. Pour les mésons (spin 0) on peut poser u; =u,=— |; 
pour les baryons au repos (spin !/,) u; et u,se réduisent aux 
spineurs à trois dimensions w, et w,: u—} 2mw. 

Ensuite, considérons la partie pseudovectorielle du courant. 
A la limite g9—0 elle ne possède que des composantes spatiales 
formant le vecteur axial à trois dimensions (J);, ; il ne peut exister 
que pour les particules douées d’un spin (soit de spin !/,). En effet, 
pour la transition entre deux particules de spin !/, au repos on 
peut former un vecteur axial caractéristique à trois dimensions 


Of; —=W;0w.. (153,9) 


Quant à la composante temporelle du 4-pseudovecteur, elle est 
un pseudoscalaire à trois dimensions; mais vu que g—0, on ne 
dispose d’aucun vecteur polaire qui pourrait former avec le vecteur 
axial (153,9) un pseudoscalaire. 

Ainsi, la composante spatiale du courant 


(Jai = op {PF (Aa + g (AE) 4] + te 8 [F (Are + g (Ai, 


où on a désigné fr — fox, gi — gori. Les coefficients f et g, de 
même que Ÿ, restent des paramètres phénoménologiques. 


Problème 


Trouver les courants des transitions faibles dans le superoctet de mésons. 


Solution. Le courant de transition entre deux mésons est un vrai 4-vecteur 
et ne possède donc pour g=—=0 que la composante temporelle. Les éléments de 
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matrice non diagonaux des opérateurs superspinoriels sont calculés de la même 
façon que les éléments diagonaux au $ 139. De (153,8) on a 


(or = 106)6 GE Cp)8 — (he GR Gb)+ + 
+tg 0 {bp (CAE Cp) — (Xe Gi) (bi). 


A l'aide de cette formule on trouve 


<wlJ£ln->= V2, GelJEIK-D=-tg 0. 


$S 154. Structure cinématique des amplitudes 
des désintégrations non leptoniques 


Pour les processus de l'interaction faible ayant lieu sans parti- 
cipation de leptons, les considérations purement cinématiques ne 
permettent de faire que des conclusions très sommaires sur l’ampli- 
tude de réaction. Dans ces cas l’amplitude ne se sépare pas en 
produit de deux courants de transition, ainsi donc, il s’agit de Îla 
formation directe du scalaire (M};:) avec les quantités qui sont à 
notre disposition. 

Considérons les desintégrations des hypérons en un baryonetun 
méson: A°—p+n-,2t—p+nt, 5. A°+tn°, etc. Pour fixer 
les idées, parlons de la désintégration 


E—N+n-. (154,1) 
L’amplitude d'onde du méson x est un pseudoscalaire u,, et Îles 


amplitudes de Æ et A sont des bispineurs qu’on désigne par u, et 
u.. Avec ces quantités et une 4-impulsion indépendante (par exemple, 


Pr = P,—p.) on peut former quatre scalaires 
DATE TRUE HP Us, U2Px Vu. 
Toutefois, après avoir utilisé les équations de Dirac (u,p, mu, 
pu, =mu,), le second couple de ces scalaires se réduit au pre- 
mier. Par suite la forme générale de l'amplitude de désintégration 
sera 
M};-=G(u,(f+28v)u;)ux (154,2) 


(le facteur G est introduit comme coefficient déterminant l'ordre 
de grandeur de l'interaction). Pour la désintégration en deux par- 
ticules tous les produits scalaires des 4-impulsions se réduisent aux 
constantes (s'expriment en fonction des masses des particules). 
C'est pourquoi les coefficients f, g sont, eux aussi, des constantes. 


l Rappelons qu'en parlant ici des scalaires tout court on n'a pas en vue 
un comportement déterminé par rapport à l’inversion. 
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Le nombre (deux) de coefficients indépendants dans (154,2) 
correspond au nombre des amplitudes de désintégration d'hélicité 
indépendantes (pour la valeur donnée J —!;, du moment total du 
système, qui est fixée par le spin de la particule qui se désintègre). 
Choisissons comme axe de quantification des spins la direction # 
de l’hypéron sortant A. Le spin de : étant égal à zéro, l’hé- 
licité (projection du spin sur #) de À coïncide avec l’hélicité de &. 
En d'autres termes, seulement deux amplitudes d'hélicité : 


/01S1'>=(a+b)}/V 2, <—1/01S|—1/,>=(a—b)/V 2 (154,3) 


sont différentes de zéro. 
Si la parité d'espace se conservait, ces deux amplitudes ne 
pourraient différer que par le signe; d’après (70,13) on aurait 


</0TS [77,2 = 1 <—1/,01|S1—1/,), 


OÙ 7 1pn,/n, = + ll, et n,, n., n. sont les parités intrinsèques des 
particules (ainsi, supposant la parité intrinsèque relative de € et 
À positive et la parité intrinsèque de x négative, on aura n — —1). 
L'une des deux quantitcs 


<An, s|S|E)> = 1CZLOÏS|12> + <—1/,01S1—1/5}= a, 
2 
| (154,4) 
(An, p|S|ES - 7 1C1/01S172>—<—7/01S1— 29} = 0 


représente donc l'amplitude de désintégration avec la conservation de 
la parité (b si n-— 1), et l’autre avec la violation de celle-ci 
(a si =—1). Il est facile de saisir qu'’indépendamment de la 
valeur de n. les amplitudes a et b correspondent à la désintégra- 
tion avec la formation du système A +x dans l’état de parité orbi- 
tale respectivement positive (onde s; {—J—1/,=0) et négative 
(onde p: [—J+1/,= 1). 

La particularité caractéristique des désintégrations en question 
consiste en ce que dans l’état final il y a deux particules en interac- 
tion forte. Cette circonstance est essentielle pour l'établissement 
des conditions imposées à l'amplitude de désintégration par l’exi- 
gence de CP- (ou T-) invariance'. Au $ 150 on a déjà noté que 
dans un tel cas la matrice M}; ne doit pas être hermitienne. 
Maintenant on ne peut utiliser que la propriété générale d’unita- 
rité de la matrice S en tenant compte non seulement des réactions 
directe el inverse, mais également des autres réactions (diffusion 
élastique) qui peuvent avoir lieu entre deux particules finales=2. 


1 Pour les désintégrations du type (154,1) jusqu'à présent on n'a pas observé 
la non-conservation de la parité CP. 
* Cette méthode d'aborder le problème appartient à E. Fermi (1953). 
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Attribuons l'indice O à l’état |E> et les indices 1 et 2 aux états 
[An, s> et | Ax, p>. Etant donne que l'interaction forte conserve 
la parité d’espace, elle ne peut conduire qu’à la diffusion élastique 
An sans changement de parité. La diffusion Ar avec change- 
ment de parité de même que la désintégration £— A+x sont 
les effets de l'interaction faible. C’est pourquoi tous les éléments 
non diagonaux S,, de la matrice S sont petits devant les éléments 
diagonaux (leur rapport est —G). 

Ecrivons les conditions d'unitarité de la matrice S: 


> Sue Sbe —.. Op 


On a aux quantités du premier ordre en G près: 


Soul, (154,5) 

SaaSta + SobSo5 — 0 (a Æ D). (154,6) 

En accord avec (154,5) représentons les amplitudes S,, sous la forme 
Sua = 22 %4, (154,7) 


où 6, —0, et 6, —6,, 6, — 6, sont les phases de diffusion élastique 
s et p. Maintenant prenons en considération la condition de T-in- 
variance: Sy — Syse Alors, de (154,6) on obtient 


Sab = | Sp | ief Cao) 


avec le même signe (supérieur ou inférieur) pour tous les S 4. 
Seules les phases relatives de différentes amplitudes S,, possèdent un 
sens physique. Par suite, le facteur commun +i n'a pas d’im- 
portance et on peut écrire, en particulier, 


Sh=a=lalet, S,,=b—=]|bler. (154,8) 


De cette façon, les phases des amplitudes de désintégration sont 
liées aux phases de diffusion élastique. 

Dans la réaction (154,1) le système créé A+7x est doué de 
spin isotopique T — 1 coïncidant avec l’isospin de x. Dans d’autres 
réactions de ce type (par exemple, A°—p+17) le système N + 
peut se trouver dans des états isotopiques de T —!/, et T —*,,. Vu 
que les interactions fortes conservent l’isospin, le résultat (154,8) 
reste valable dans ces cas, lindice a=1, 2 numérotant les états 
du système N +n ayant les parités d'espace et les isospins déter- 
minés. 

Enfin, considérons les corrélations polarisatoires et angulaires 
dans la désintégration des hypérons (T. D. Lee, C. N. Yang, 1957). 
Avec les notations a et b de (154,3), la partie de désintégration 
de la matrice S (matrice suivant les indices des hélicités des baryons 
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initial et final) peut être représentée sous la forme de la matrice 
à deux lignes et deux colonnes a-1 +h-0. ou 


S=a-1+b-0r. (154,9) 


On obtient la probabilité de désintégration en prenant la 
moyenne des produits des éléments de la matrice S sur les états pola- 
risatoires des deux particules : 


wo Tr(Sp,S*p.), (154,10) 


p,, ?, étant les matrices densité polarisatoires des baryons initial 
et final (comp. $ 48, note à la page 203). Rappelons qu'on a à 
considérer les états du système ayant l'énergie et les moments 
déterminés, mais n'ayant pas d’impulsion déterminée. C’est pour- 
quoi un seul vecteur qui est à notre disposition est le vecteur 
polarisation & du baryon. La matrice densité à deux lignes et deux 
colonnes, formée avec son aide, ne peut avoir que la forme 


pa | +oë (154,11) 
[le coefficient (unité) de oë est fixé par l'exigence que la valeur 


moyenne o—6]!. Substituant (154,11) dans (154,10), on obtient 
wo Tr (a+ bon) (1 + in) (a° ++ b'on) (1 + 6°). 


Le calcul de la trace (à l’aide des formules données à la note 
de la page 267) entraîne 


wo an (1 +665) + bb* [1 +2 (Gin) (Gin) — LE] + 
+ (a*b + ab*) (En + Ein) —i (ab*—a*b)In(&, XE)]. (154,12) 


2 


Ici 6, est la polarisation du baryon initial, &{" la polarisation du 
baryon final décelée par le détecteur, # la direction du mouvement 
du baryon final. La formule (154,12) renferme tous les effets pola- 
risatoires. Notons que si la parité CP est conservée, le dernier 
terme dans (154,12) n'apparaît qu'à cause des phases différentes 
des amplitudes a et b (154,8), c'est-à-dire uniquement à cause de 
l'interaction dans l'état final. 


$ 155. Mésons K neutres 


Pour qu'elles soient distinctes, une particule et une antiparti- 
cule doivent se distinguer l'une de l’autre par leurs caractéristi- 
ques quantiques quelconques. Dans tous les cas connus, excepté 
un seul, parmi ces caractéristiques il y a des quantités additives 
qui se conservent strictement, ce sont la charge électrique et le 
nombre baryonique. En d'autres termes, cela signifie qu’il n'existe 
pas d'interactions dans lesquelles de telles particules et antipar- 


1 Soulignons que la matrice densité (154,11) ne sous-entend pas dans le 
cas donné l’approximation non relativiste pour la particule! 
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ticules peuvent se transformer mutuellement, et que dans tous les 
processus elles figurent en tant que telles. Plus précisément : aucun 
autre ensemble de deux superpositions des états d’une particule et 
d'une antiparticule ne peut diagonaliser une interaction quelconque. 


Les mésons À neutres, X° et K°, représentent une seule exception 
connue. Cette particule et cette antiparticule n'ayant pas de charges 
électrique et baryonique ne diffèrent que par l’hypercharge (Y — 1 
et Y ——1). Mais l'hypercharge n'est pas une quantité qui se con- 
serve strictement: étant conservée dans les interactions fortes et 
électromagnétiques, elle ne se conserve pas dans Îles interactions 


faibles. C'est pourquoi les transitions entre K° et X° sont en prin- 
cipe possibles. : 

Définissons les états | X°> et | "> avec un choix de phases tel 
qu'ils se transforment l’un en l’autre lors de la transformation CP : 


CP|K°>=|Kv», CP|K°> -]|K°. (155,1) 


En se transformant l’un en l’autre, ces états ne possèdent pas, 
bien sûr, de parités CP déterminées. Toutefois, les superpositions 


KD= KO +1K0, KO + RIAD IR) (155,2) 


les possèdent. 

Si la parité CP était strictement conservée, les transitions entre 
les états (155,2) seraient interdites. En d’autres termes, ces états 
diagonaliseraient l’hamiltonien total, c'est-à-dire que les particules 
K°et K° posséderaient les masses et les durées de vie déterminées 
(différentes) (M. Gell-Mann, À. Pais, 1955). 

En particulier, les mésons X"° figureraient sous la forme de X£ et 
K2 dans les désintégrations entraînant l'apparition d’un système de 
particules de parité CP déterminée. Telles sont, par exemple, les 
désintégrations! 


1 Pour les systèmes ñn+—+n- et a°—+n on a toujours CP—+I1. Dans le 
premier cas, c'est la propriété générale d'une paire particule-antiparticule de 
spin O (cf. le problème du $ 13). Dans le deuxième cas, on a C—(+1) = +1 
et P— +1, car pour un système de deux particules identiques de spin 0 l'inver- 
sion est équivalente à la permutation des particules ne changeant pas le signe 
de la fonction d'onde. 

Pour le système de trois particules pseudoscalaires 4° leurs parites intrin- 
sèques introduisent dans P le facteur (—1)*—— 1. La parité orbitale peut ètre 
trouvée en construisant le moment total du système (coïncidant avec le spin de 
K9® qui se désintègre, c'est-à-dire nul) avec le moment relatif /,. de la paire 
a+ nt et le moment /, de la troisième particule par rapport à cette paire. La 
parité orbitale de la paire étant égale à (—1)h2= +1,41, est un nombre pair : 
quant au moment 4, il doit coïincider avec /,., pour qu'en somme on puisse 
obtenir le moment total 0. Il s'ensuit que la parité orbitale du système est 
égale à +1, et par suite P—(—1)(+1)=—1. Mais la parité de charge 
C=(+1}—=+1, de sorte que CP ——I. 


MESONS K NEUTRES 279 


Ko—….n'+n", Af— n° +n, Ki=xn ++. 


En réalité, on observe, toutefois, dans les désintégrations des mésons 
K° la violation de la conservation de la parité CP, quoique le degré 
de ces violations soit petit!. La non-conservation de la parité CP 
conduit à la possibilité des transitions entre les états de CP = +1 
et —1. Par conséquent les états de masses et de durées de vie 
déterminées (qu’on désigne par K$ et K) ne coïncident plus avec 
les états (155,2) ayant les parités CP déterminées=. 

Représentons un état quelconque du méson Æ° sous forme d'une 
superposition 


a, |K°>+a,|K). (155,3) 


La forme générale des équations décrivant le changement de cet 
état avec le temps, compte tenu des transitions réciproques entre 
K® et K°, sera 

IT Aya (, k=1, 2). (155,4) 


Les coefficients À, forment la matrice à deux lignes et deux colonnes 
qu'on peut, dans le cas genéral, séparer en partie hermitienne et 
antihermitienne ou, ce qui revient au même, représenter sous la forme 


Ar = Mir (155,5) 
où les deux matrices M, et l, sont hermitiennes : 
M; DE Mi l';K Si és. (155,6) 


D'après la condition (155,1) la transformation CP remplace dans 
ces matrices les indices: 1—-2, 2-1. Quant à l'inversion du 
temps, elle permute les indices matriciels des états initial et final. 
Par conséquent, l'exigence de CPT-invariance universelle entraîne 
les égalites : 

CPT: M,=M.., T,,-r.. (155,7) 


1 Ainsi, la désintégration K5—-nt-+x- a lieu, mais le rapport de son 
amplitude à l'amplitude de la désintégration Ki —1* +n- est d'environ 2.10-3, 
A ce qu'il parait, cette quantité caractérise, en général, le degré de non-con- 
servation de la parité CP dans les interactions faibles. 


2 Les durées de vie T& des mésons K" e à vie courte » (KS) et «à vie lon- 


gue» (K7) sont données dans le tableau à la page 188. La différence de leurs 
masses 


m(K£)—m(K$)= 3,6. 10-eV = 0,47 —— 


TL 
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L’'exigence de CP-invariance entraînerait, de plus, les égalités 
CP: M,=M,, TT, (155,8) 


c'est-à-dire que, en vertu de (155,6), M. et T,, seraient réelles. 
Pour les états stationnaires on obtient de (155,4) l'équation 
a; ŸE = A,,a,, d'où l'équation séculaire pour les valeurs propres: 


16E-5,—A,41=0. (155,9) 


Elle a deux racines complexes dont les parties réelles déterminent 
les corrections aux masses et les parties imaginaires les coefficients 


d'amortissement (inverses des durées de vie) des particules K$ et K2 : 


ÔEs= ôms—— Ys= Au + V AA 


| (155,10) 
Er ci ôm— Yi _ A —V'AAae 


Les états correspondants représentent (au coefficient de normalisation 
près) les superpositions 


ko 1k>+ / À IR, IKD=IKD— À 1Re. (155,11) 


Si le degré de non-conservation de la parité CP est petit (la dif- 
férence A,.— A. est petite), ces états sont voisins respectivement de 
|Ai> et | 5. 

L'existence de deux durées de vie différentes conduit au phéno- 
mène d’oscillation du nombre de particules et d'’antiparticules 
dans le faisceau des mésons X. 

Soit, à l'instant é—0, le méson dans l'état | X°». Ecrivant 


RD KO +IKD} 


(on néglige ici la petite différence entre K$, Ki et K?, K%2), on 
trouve qu'à l'instant { l'état sera 


f im + im 22h 
= IROE Te RSe ru} = 


Û 1 
| im l— Vet iMpl— Vrl 


1 1 
— im = Yet im {7,1 \ 
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Les carrés des modules des coefficients pour [K°> et | K°> donnent 


les probabilités w de trouver les particules dans ces états. On 
trouve que 


_ . 2 
a (K9) —1w (K9) 2e (Ws+v1)/ cos [(mL—ms) ft] 
& (KV) Hi (K0) eYst + ŸL 

S'il s’agit d’un faisceau des mésons K°, au lieu des probabilités 
w, on peut parler des densités du nombre de particules et d’anti- 
particules dans ce faisceau en interprétant { comme le temps mesuré 
dans le référentiel de repos du méson X. 
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